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你好，我是黄申，今天我们接着聊复杂度分析的实战。

上一讲，我从数学的角度出发，结合自身经验给你总结了几个分析复杂度的法则。但是在实

际工作中我们会碰到很多复杂的问题，这个时候，正确地运用这些法则并不是件容易的事。

今天，我就结合几个案例，教你一步步使用这几个法则。

案例分析一：广度优先搜索

在有关图遍历的专栏中，我介绍了单向广度优先和双向广度优先搜索。当时我提到了通常情

况下，双向广度优先搜索性能更好。那么，我们应该如何从理论上分析，谁的效率更高呢？

首先我们来看单向广度优先搜索。我们先快速回顾一下搜索的主要步骤。
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第一步，判断边界条件，时间和空间复杂度都是 O(1)。

第二步，生成空的队列。常量级的 CPU 和内存操作，根据主次分明法则，时间和空间复杂

度都是 O(1)。

第三步，把搜索的起始结点放入队列 queue 和已访问结点的哈希集合 visited，类似上一

步，常量级操作，时间和空间复杂度都是 O(1)。

第四步，也是最核心的步骤，包括了 while 和 for 的两个循环嵌套。

我们首先看时间复杂度。根据四则运算法则，时间复杂度是两个循环的次数相乘。对于嵌套

在内的 for 循环，这个次数很好理解，和每个结点的直接连接点有关。如果要计算平均复杂

度，我们就取直接连接点的平均数量，假设它为 m。

现在的难题在于，第一个 while 循环次数是多少呢？我们考虑一下齐头并进法则，是否存

在其他的因素来决定计算的次数？第一次的 while 循环，只有起始点一个。从起始点出

发，会找到 m 个一度连接点，把它们放入队列，那么第二次 while 循环就是 m 次，依次

类推，到第 l 次，那么总次数就是 (m+m*m+m*m*m+…+m^l)。这里我们假设被重复访

问的结点不多，可以忽略不计。

在循环内部，所有操作都是常量级的，包括通过哈希集合判断是否找到终止结点。所以时间

复杂度就是 O(m+m*m+m*m*m+…+m^l)，取最高数量级 m^l，最后可以简化成

O(m^l)，其中 l 是从起始点开始所走的边数。这就是除了 m 之外的第二个关键因素。

如果你觉得还是不太好理解，可以使用一图千言法则，我画了一张图来帮助你理解。



我们再来看这个步骤的空间复杂度。通过代码你应该可以看出来，只有 queue 和 visited

变量新增了数据，而图的结点本身没有发生改变。所以，考虑内存空间使用时，只需要考虑

queue 和 visited 的使用情况。两者都是在新发现一个结点时进行操作，因此新增的内存空

间和被访问过的结点数成正比，同样为 O(m^l)。

最后，这四步是平行的，所以我们只需要把这几个时间复杂度相加就行了。很明显前三步都

是常量，只有最后一步是决定性因素，因此时间和空间复杂度都是 O(m^l)。

我这里没有考虑图的生成，因为这步在单向搜索和双向搜索中是一样的，而且在实际项目

中，我们也不会采用随机生成的方式。

接下来，我们来看看双向广度优先搜索。我刚才已经把单向的搜索过程分析得很透彻了，所

以双向的复杂度你应该很容易就能得出来。但是，有两处关键点需要你注意。

第一个关键点是双向搜索所要走的边数。如果单向需要走 l 条边，那么双向是 l/2。因此时

间和空间复杂度都会变为 O(2*m^(l/2)，简写为 O(m^(l/2))。这里 l/2 中的 2 不能省去，

因为它是在指数上，改变了数量级。仅从这点来看，双向比单向的复杂度低。

第二个关键点是双向搜索过程中，判断是否找到通路的方式。单向搜索只需要判断一个点是

否存在集合中，每次只有 O(1) 的复杂度。而双向搜索需要比较两个集合是否存在交集，复



杂度肯定要高于 O(1)。最常规的实现方法是，循环遍历其中一个集合 A，看看 A 中的每个

元素是不是出现在集合 B 中。假设两个集合中元素的数量都为 n，那么循环 n 次，那么时

间复杂度就为 O(n)。基于这些，我们重新写一下双向广度优先搜索的时间复杂度。

假设我们分别从  点和  点出发。从  点出发，找到 m 个一度连接点 ，时间复杂度

O(m)，然后查看  是否在这 m 个结点中，时间复杂度是 O(1)。然后从  点出发，找到 m

个一度连接点 ，时间复杂度 O(m)，然后查看  和  是不是在  和  中，时间复杂度

是 O(m+1)，简写为 O(m)。从  点继续推进到第二度的结点 ，这个时候 、  和 

的并集的数量已经有 1+m+m^2，而  和  的并集数量只有 1+m，因此，针对  和 

的集合进行循环更高效一些，时间复杂度是 O(m)。

逐步递推下去，我们可以得到下面这个式子：

虽然这个式子简化后仍然为 O(m^(l/2))，但是我们可以通过这些推导的步骤了解整个算法

运行的过程，以及对最终复杂度的影响。

最后比较单向广度搜索的复杂度 O(m^l) 和双向广度搜索的复杂度 O(m^(l/2))，双向的方

法更优。

a b a a1

b b

b1 a a1 b b1

a a2 a a1 a2

b b1 b b1

1 O(m) + O(1) + O(m) + O(m) + O(m^2) + O(m) ... + O(m^(l/2)) + O(m^(l/2)) = O(1) + O(4m) +
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不过，上面讨论的内容，都是假设每个点的直接相连点数量都很均匀，都是 m 个。如果数

据不是均匀的呢？你可以利用排列组合的思想，想想看各种不同的情况。我想到了三种情

况。

第一种情况，我用 a=b 来表示，也就是前面讨论的，不管从 a 和 b 哪个点出发，每个点的

直接连接数量都是相当的。这个时候的最好、最坏和平均复杂度非常接近。

第二种情况，我用 a<b 来表示，表示从 a 点出发，每个点的直接连接数量远远小于从 b 点

出发的那些。例如，从 a 点出发，2 度之内所有的点都只有 1、2 个直接相连点，而从 b

点出发，2 度之内的大部分点都有 100 个以上的直接相连点。

第三种情况和第二种类似，我用 a>b 表示，表示从 b 点出发，每个点的直接连接数量远远

小于从 a 点出发的那些。

对于第二和第三种情况，双向搜索的最坏、最好和平均的复杂度是多少？还会是双向的方法

更优吗？仔细分析一下各种情况，你就能回答第 14 讲的思考题了。

案例分析二：全文搜索

刚才的分析中，我们已经使用了 6 个复杂度分析法则中的 5 个，不过还没涉及最后一个时

空互换。这个原则有自己的特殊性，我们需要通过牺牲空间复杂度来降低时间复杂度，或者

反其道行之。因此，在实际运用中，我们更多的是使用这个原则来指导和优化系统的设计。

今天，我用搜索引擎的例子，来给你讲讲如何做到这一点。

搜索引擎你一定用的很多了，它最基本的也最重要的功能，就是根据你输入的关键词，查找

指定的数据对象。这里，我以文本搜索为例。要查找某个关键词是不是出现在一篇文章里，

最基本的处理方式有两种。

第一，把全文作为一个很长的字符串，把用户输入的关键词作为一个子串，那这个搜索问题

就变成了子串匹配的问题。假设字符串平均长度为 n 个字符，关键词平均长度为 m 个字

符，使用最简单的暴力法，就是把代表全文的字符串的每个字符，和关键词字符串的每个字

符两两相比，那么时间复杂度就是 O(n*m)。

第二，对全文进行分词，把全文切分成一个个有意义的词，那么这个搜索问题就变成了把输

入关键词和这些切分后的词进行匹配的问题。



拉丁文分词比较简单，基本上就是根据各种分隔符来切分。而中文分词涉及很多算法，不过

这不是我们讨论的重点，我们假设无论何种语言、何种分词方法，时间复杂度都是 O(n)，

其中 n 为文章的长度。而在词的集合中查找输入的关键词，时间复杂度是 O(m)，m 为词

集合中元素的数量。我们也可以先对词的集合排序，时间复杂度是 O(m*logm)，然后使用

二分查找，时间复杂度都只有 O(logm)。如果文章很少改变，那么全文的分词和词的排

序，基本上都属于一次性的开销，对于关键词查询来说，每次的时间复杂度都只有

O(logm)。

无论使用上述哪种方法，看上去时间复杂都不算太高，是吧？可是，别忘了，我们可是在海

量的文章中查找信息，还需要考虑文章数量这个因素。假设文章数量是 k，那么时间复杂度

就变为 O(k*n)，或者 O(k*logm)，数量级一下子就增加了。

为了降低搜索引擎在查询时候的时间复杂度，我们要引入倒排索引（或逆向索引），这就是

典型的牺牲空间来换取时间。如果你对倒排索引的概念不熟悉，我打个比方给你解释一下。

假设你是一个热爱读书的人，当你进入图书馆或书店的时候，怎样快速找到自己喜爱的书

籍？没错，就是看书架上的标签。如果看到一个架子上标着“极客时间 - 数学专栏”，那

么恭喜你，离程序员的数学书就不远了。而倒排索引做的就是“贴标签”的事情。

为了实现倒排索引，对于每篇文章我们都要先进行分词，然后将分好的词作为该篇的标签。

让我们看看下面三篇样例文章和对应的分词，也就是标签。其中，分词之后，我也做了一些

标准化的处理，例如全部转成小写、去掉时态等。



上面这个表格看上去并没有什么特别。好，体现“倒排”的时刻来了。我们转换一下，不再

从文章的角度出发，而是从标签的角度出发来看问题。也就是说，从每个标签，我们能找到

哪些文章？通过这样的思考，我们可以得到下面这张表。

你看看，有了这张表格，想知道查找某个关键词在哪些文章中出现，是不是很容易了呢？整

个过程就像在哈希表中查找一样，时间复杂度只有 O(1) 了。当然，我们所要付出的成本就

是倒排索引这张表。假设有 n 个不同的单词，而每个单词所对应的文章平均数为 m 的话，

那么这种索引的空间复杂度就是 O(n*m)。好在 n 和 m 通常不会太大，对内存和磁盘的消

耗都是可以接受的。
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这一讲，我分析了两个复杂度的案例，并在其中穿插了 6 个法则的运用和讲解。随着项目

经验的累积，你会发现复杂度分析是个很有趣，也很有成就感的事情。更重要的是，它可以

告诉我们哪些方法是可行的，哪些是不可行的，避免不必要的资源浪费。这里资源浪费可能

是硬件资源的浪费，也有可能是开发资源的浪费。这些法则中的数学思想并不高深，却可以

帮我们有效地分析复杂度，运筹帷幄于帐中，决胜于千里之外。

思考题

在你日常的工作中，有没有经历过性能分析相关的项目？如果有，你都使用了哪些方法来分

析问题的症结？

欢迎在留言区交作业，并写下你今天的学习笔记。你可以点击“请朋友读”，把今天的内容

分享给你的好友，和他一起精进。
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上一篇 16 | 时间和空间复杂度（上）：优化性能是否只是“纸上谈兵”？

下一篇 18 | 总结课：数据结构、编程语句和基础算法体现了哪些数学思想？
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老师的课非常棒，每篇都干货满满，收获很多，这些年的工作常常过于关注业务逻辑的实
现（也与工作岗位和性质有关），忽略了技术和数学知识沉淀，最近看了老师的文章，有
种回到学生时代的感觉，同时觉得这些知识真的很重要，有了这些知识的了解和沉淀，工
作中在解决问题时一旦能够回忆起来，那么将是区别于普通程序员的体现，也是成就感和
快乐之所在，值得反复阅读和练习。点赞。
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作者回复: 感谢支持，后面会继续提供实用的内容
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案例一，广度优先搜索的时间复杂度，第 I 次 while 循环，这里的 I 可以认为是起始的那
个搜索节点的最大度数？
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作者回复: 确实每个结点的度数都不同，我们通常考虑平均结点数。如果是最坏时间复杂度，我们

也会用最大的度数。
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