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从本质上讲，人工智能的目标就是最优化：在复杂环境与多体交互中做出最优决策。几乎所

有的人工智能问题最后都会归结为一个优化问题的求解，因而最优化理论同样是人工智能必

备的基础知识。

最优化理论（optimization）研究的问题是判定给定目标函数的最大值（最小值）是否存

在，并找到令目标函数取到最大值（最小值）的数值。如果把给定的目标函数看成连绵的山

脉，最优化的过程就是判断顶峰的位置并找到到达顶峰路径的过程。

要实现最小化或最大化的函数被称为目标函数（objective function）或评价函数，大多

数最优化问题都可以通过使目标函数  最小化解决，最大化问题则可以通过最小化 

 实现。
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实际的最优化算法既可能找到目标函数的全局最小值（global minimum），也可能找到局

部极小值（local minimum），两者的区别在于全局最小值比定义域内所有其他点的函数

值都小；而局部极小值只是比所有邻近点的函数值都小。

理想情况下，最优化算法的目标是找到全局最小值。但找到全局最优解意味着在全局范围内

执行搜索。还是以山峰做例子。全局最小值对应着山脉中最高的顶峰，找到这个顶峰最好的

办法是站在更高的位置上，将所有的山峰尽收眼底，再在其中找到最高的一座。

可遗憾的是，目前实用的最优化算法都不具备这样的上帝视角。它们都是站在山脚下，一步

一个脚印地寻找着附近的高峰。但受视野的限制，找到的峰值很可能只是方圆十里之内的顶

峰，也就是局部极小值。

当目标函数的输入参数较多、解空间较大时，绝大多数实用算法都不能满足全局搜索对计算

复杂度的要求，因而只能求出局部极小值。但在人工智能和深度学习的应用场景下，只要目

标函数的取值足够小，就可以把这个值当作全局最小值使用，作为对性能和复杂度的折中。

根据约束条件的不同，最优化问题可以分为无约束优化（unconstrained optimization）

和约束优化（constrained optimization）两类。无约束优化对自变量  的取值没有限

制，约束优化则把  的取值限制在特定的集合内，也就是满足一定的约束条件。

线性规划（linear programming）就是一类典型的约束优化，其解决的问题通常是在有限

的成本约束下取得最大的收益。约束优化问题通常比无约束优化问题更加复杂，但通过拉格

朗日乘子（Lagrange multiplier）的引入可以将含有  个变量和  个约束条件的问题转化

为含有  个变量的无约束优化问题。拉格朗日函数最简单的形式如下

式中  为目标函数，  则为等式约束条件，  是拉格朗日乘数。从数学意义

上讲，由原目标函数和约束条件共同构成的拉格朗日函数与原目标函数具有共同的最优点集

和共同的最优目标函数值，从而保证了最优解的不变性。

求解无约束优化问题最常用的方法是梯度下降法（gradient descent）。直观地说，梯度

下降法就是沿着目标函数值下降最快的方向寻找最小值，就像爬山时要沿着坡度最陡的路径

寻找山顶一样。在数学上，梯度的方向是目标函数导数（derivative）的反方向。
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当函数的输入为向量时，目标函数的图象就变成了高维空间上的曲面，这时的梯度就是垂直

于曲面等高线并指向高度增加方向的向量，也就携带了高维空间中关于方向的信息。而要让

目标函数以最快的速度下降，就需要让自变量在负梯度的方向上移动。这个结论翻译成数学

语言就是“多元函数沿其负梯度方向下降最快”，这也是梯度下降法的理论依据。

在梯度下降算法中，另一个重要的影响因素是步长，也就是每次更新  时  的变化

值。较小的步长会导致收敛过程较慢，当  接近最小值点时，步长太大反而会导致一

步迈过最小值点，正所谓“过犹不及”。

因而在梯度下降法中，步长选择的整体规律是逐渐变小的。这样的方式也符合我们的认识规

律。在校对仪器时，不都是先粗调再微调么？

以上是针对单个样本的梯度下降法，当可用的训练样本有多个时，样本的使用模式就分为两

种。

一种是批处理模式（batch processing），即计算出在每个样本上目标函数的梯度，再将

不同样本的梯度进行求和，求和的结果作为本次更新中目标函数的梯度。在批处理模式中，

每次更新都要遍历训练集中所有的样本，因而运算量较大。

另一种模式叫做随机梯度下降法（stochastic gradient descent），它在每次更新中只使

用一个样本，下一次更新再使用另外一个样本，在不断迭代的更新过程中实现对所有样本的

遍历。有趣的是，事实表明当训练集的规模较大时，随机梯度下降法的性能更佳。

梯度下降法只用到了目标函数的一阶导数（first-order derivative），并没有使用二阶导数

（second-order derivative）。一阶导数描述的是目标函数如何随输入的变化而变化，二

阶导数描述的则是一阶导数如何随输入的变化而变化，提供了关于目标函数曲率

（curvature）的信息。曲率影响的是目标函数的下降速度。当曲率为正时，目标函数会比

梯度下降法的预期下降得更慢；反之，当曲率为负时，目标函数则会比梯度下降法的预期下

降得更快。

梯度下降法不能利用二阶导数包含的曲率信息，只能利用目标函数的局部性质，因而难免盲

目的搜索中。已知目标函数可能在多个方向上都具有增加的导数，意味着下降的梯度具有多

种选择。但不同选择的效果显然有好有坏。
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遗憾的是，梯度下降法无法获知关于导数的变化信息，也就不知道应该探索导数长期为负的

方向。由于不具备观察目标函数的全局视角，在使用中梯度下降法就会走出一些弯路，导致

收敛速度变慢。而二阶导数所包含的全局信息能够为梯度下降的方向提供指导，进而获得更

优的收敛性。

如果将二阶导数引入优化过程，得到的典型方法就是牛顿法（Newton's method）。在

牛顿法中，目标函数首先被泰勒展开，写成二阶近似的形式（相比之下，梯度下降法只保留

了目标函数的一阶近似）。此时再对二阶近似后的目标函数求导，并令其导数等于 0，得到

的向量表示的就是下降最快的方向。相比于梯度下降法，牛顿法的收敛速度更快。

不管是利用一阶导数的梯度下降法，还是利用二阶导数的牛顿法，其寻找最小值点的基本思

想都是先确定方向，再确定步长，因而统称为“线性搜索方法”（line search）。

还有一类算法，其寻找最小值点的基本思路是先确定步长，以步长为参数划定一个区域，再

在这个区域内寻找最快下降的方向。这类算法被称为“置信域方法”（trust region）。

具体来说，置信域算法的运行过程如下：设定一个置信域半径 ，并在以当前点为中心、以

 为半径的封闭球形区域作为置信域，在置信域内寻找目标函数的二次近似模型的最优点，

最优点和当前点之间的距离就是计算出来的备选位移。

在备选位移上，如果目标函数的二次近似产生了充分的下降，就将当前点移动到计算出的最

优点，则继续按此规则迭代计算下去，并可以适当增加 ；如果目标函数的近似下降不够理

想，则说明步子跨得太大，需要缩小  并计算出新的备选位移，直到满足终止条件。

除了以上算法外，还有一类被称为“启发式算法”（heuristics）的最优化方法。启发式算

法的灵感来源于 20 世纪 50 年代诞生的仿生学，它将生物进化等自然现象的机理应用于现

实世界复杂问题的优化之中，并取得了不俗的效果。

相对于传统的基于数学理论的最优化方法，启发式算法显得返璞归真。启发式算法的核心思

想就是大自然中 " 优胜劣汰 " 的生存法则，并在算法的实现中添加了选择和突变等经验因

素。

事实上，搜索越多并不意味着智能越高，智能高的表现恰恰是能够善用启发式策略，不用经

过大量搜索也能解决问题。启发式算法的实例包括模拟生物进化规律的遗传算法（genetic
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algorithm）、模拟统计物理中固体结晶过程的模拟退火算法（simulated annealing）、

模拟低等动物产生集群智能的蚁群算法（ant colony optimization）等等。

今天炙手可热的神经网络实际上也是一类启发式算法，它模拟的则是大脑中神经元竞争和协

作的机制。关于各类启发式算法的论著较多，如果你感兴趣，可以查阅不同算法的原理及实

现，受篇幅所限，在此不做赘述。

今天我和你分享了人工智能必备的最优化方法基础，着重于抽象概念的解释而非具体的数学

公式，其要点如下：

在最优化方法中，基于数学定理的搜索式算法和基于仿生学原理的启发式算法，哪一种能够

在人工智能的发展中发挥更大的作用呢？

欢迎发表你的观点。

通常情况下，最优化问题是在无约束情况下求解给定目标函数的最小值；

在线性搜索中，确定寻找最小值时的搜索方向需要使用目标函数的一阶导数和二阶导数；

置信域算法的思想是先确定搜索步长，再确定搜索方向；

以人工神经网络为代表的启发式算法是另外一类重要的优化方法。
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日耳曼战车
2017-12-16
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这篇文章让我想起了运筹学

展开

冲天
2018-04-02
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很好，基本能听懂。对于任何问题，从量化它到优化它，从问题的抽象到问题的具体表
达，再到怎么更好去看待这个问题，背后的逻辑就是数学各学科的连接融合，更深层次的
逻辑就是怎么认识世界和改造世界。
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刘祯
2017-12-31
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首先，祝老师和大家新年快乐，感谢遇见~2018 年我还有很长的路要走，希望与大家共同
成长。 
 
其次，今天的学习有些烧脑，基本思想容易掌握，可是后面关于启发式算法的介绍就有些
难了。 …
展开

作者回复: 但启发式算法设计的难度也更大，毕竟生物的进化经历了百万年的进程，其中有太多的

未解之谜。
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在我看来，启发式算法具有类似归纳法的思想，更多的是以结果检验为导向，而不是以理
论方法决定探索的策略。而搜索式算法往往需要预先选择某个定理公式作为算法实现的指
导。 
 
基于上述理解，启发式算法似乎更适合探索周期短，或者容易分割进行阶段性检验的场…
展开

作者回复: 这个理解有道理，很多情况下启发式算法就是黑盒，通过不断试错逼近最优解。目前看

来，深度神经网络其实也是个黑盒。

斌
2017-12-27
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这些知识的掌握程度要求是什么样的呢？仅仅只是理解？还是需要掌握公式？或者更高？

作者回复: 微积分和线性代数是并行的，概率论需要用到微积分，数理统计又要用到概率论。但它

们的依赖关系不太强，其实可以同时学习。 

公式是需要掌握的，这个掌握在于理解数学背后的含义，并且能运用到新问题当中。

Shawn
2019-02-25
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有木有推荐书书籍呀，纯理论的也可以，非数学专业。谢谢
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小老鼠
2019-01-15
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我认为是仿生法
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张初炼
2018-09-19
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老师，如果把 LM 算法也加入到这篇文章的话，你会如何引入、解释？谢谢。

展开



yunfeng
2018-01-16
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【搜索式算法与启发式算法优劣】两者都是为了找到局部最优解，启发式算法以结果为导
向，可能会出现基因突变小概率事件，会导致出现不好的结果，反而不如搜索式算法。能
否将两者结合做一个组合法？

展开

作者回复: 启发式算法其实也是搜索，是依赖经验的碰运气式的搜索，相比之下，基于梯度的这些

方法更像是地毯式搜索，两者相结合的话，就是在搜索效率和解的最优性上做些折中。

wolfog
2018-01-15
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还要在加油呀😂😂
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秦龙君
2017-12-29
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学习了，目前只用过梯度下降，水平还是太低，需要继续补充知识。
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MJ小朋友
2017-12-18
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很好基本能懂，希望之后的课程在给出机器学习实质上的指导
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