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如果说数学是皇冠上的一颗明珠，那么算法就是这颗明珠上的光芒，算法让这颗明珠更

加熠熠生辉，为科技进步和社会发展照亮了前进的路。数学是美学，算法是艺术。走进算法

的人，才能体会它的魅力。 

多年来，我有一个梦想，希望每一位提到算法的人，不再立即紧皱眉头，脑海闪现枯燥的

公式、冗长的代码；希望每一位阅读和使用算法的人，体会到算法之美，像躺在法国普罗旺斯

小镇的长椅上，呷一口红酒，闭上眼睛，体会舌尖上的美味，感受鼻腔中满溢的薰衣草的芳香…… 

 

1.1 
打开算法之门 

瑞士著名的科学家 N.Wirth 教授曾提出：数据结构+算法=程序。 

数据结构是程序的骨架，算法是程序的灵魂。 

在我们的生活中，算法无处不在。我们每天早上起来，刷牙、洗脸、吃早餐，都在算着

时间，以免上班或上课迟到；去超市购物，在资金有限的情况下，考虑先买什么、后买什么，

算算是否超额；在家中做饭，用什么食材、调料，做法、步骤，还要品尝一下咸淡，看看是

否做熟。所以，不要说你不懂算法，其实你每天都在用！ 

但是对计算机专业算法，很多人都有困惑：“I can understand, but I can’t use！”，我能看懂，

但不会用！就像参观莫高窟的壁画，看到它、感受它，却无法走进。我们正需要一把打开算

法之门的钥匙，就如陶渊明《桃花源记》中的“初极狭，才通人。复行数十步，豁然开朗。” 
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1.2 
妙不可言——算法复杂性 

我们首先看一道某跨国公司的招聘试题。 

写一个算法，求下面序列之和： 

−1，1，−1，1，…，(−1)n 

当你看到这个题目时，你会怎么想？for 语句？while循环？ 

先看算法 1-1： 
 

//算法 1-1  
sum=0; 
for(i=1; i<=n; i++) 
{ 
  sum=sum+pow(-1,i);//(-1)^i 
} 

 

这段代码可以实现求和运算，但是为什么不这样算?！ 

−1，1，−1，1，…，(−1)n 

                               0      0 

再看算法 1-2： 
 

//算法 1-2 
if(n%2==0)  //判断 n是不是偶数，%表示求余数 
  sum =0; 
else 
  sum=-1; 

 

有的人看到这个代码后恍然大悟，原来可以这样啊？这不就是数学家高斯使用的算

法吗？ 

1，2，3，4，…，99，100 
 

 

                                      101 

一共 50对数，每对之和均为 101，那么总和为： 

（1+100）×50=5050 

1787年，10岁的高斯用了很短的时间算出了结果，而其他孩子却要算很长时间。 

可以看出，算法 1-1需要运行 n+1次，如果 n=100 00，就要运行 100 01次，而算法 1-2

仅仅需要运行 1次！是不是有很大差别？ 
 

高斯的方法我也知道，但遇到类似的题还是……我用的笨办法也是算法吗？ 
 

答：是算法。 
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算法是指对特定问题求解步骤的一种描述。 

算法只是对问题求解方法的一种描述，它不依赖于任何一种语言，既可以用自然语言、

程序设计语言（C、C++、Java、Python 等）描述，也可以用流程图、框图来表示。一般为

了更清楚地说明算法的本质，我们去除了计算机语言的语法规则和细节，采用“伪代码”来

描述算法。“伪代码”介于自然语言和程序设计语言之间，它更符合人们的表达方式，容易

理解，但不是严格的程序设计语言，如果要上机调试，需要转换成标准的计算机程序设计语

言才能运行。 

算法具有以下特性。 

（1）有穷性：算法是由若干条指令组成的有穷序列，总是在执行若干次后结束，不可能

永不停止。 

（2）确定性：每条语句有确定的含义，无歧义。 

（3）可行性：算法在当前环境条件下可以通过有限次运算实现。 

（4）输入输出：有零个或多个输入，一个或多个输出。 
 

算法 1-2的确算得挺快的，但如何知道我写的算法好不好呢？ 
 

“好”算法的标准如下。 

（1）正确性：正确性是指算法能够满足具体问题的需求，程序运行正常，无语法错误，

能够通过典型的软件测试，达到预期的需求。 

（2）易读性：算法遵循标识符命名规则，简洁易懂，注释语句恰当适量，方便自己和他

人阅读，便于后期调试和修改。 

（3）健壮性：算法对非法数据及操作有较好的反应和处理。例如，在学生信息管理系统

中登记学生年龄时，若将 21岁误输入为 210岁，系统应该提示出错。 

（4）高效性：高效性是指算法运行效率高，即算法运行所消耗的时间短。算法时间复

杂度就是算法运行需要的时间。现代计算机一秒钟能计算数亿次，因此不能用秒来具体计

算算法消耗的时间，由于相同配置的计算机进行一次基本运算的时间是一定的，我们可以

用算法基本运算的执行次数来衡量算法的效率。因此，将算法基本运算的执行次数作为时

间复杂度的衡量标准。 

（5）低存储性：低存储性是指算法所需要的存储空间低。对于像手机、平板电脑这

样的嵌入式设备，算法如果占用空间过大，则无法运行。算法占用的空间大小称为空间复

杂度。 

除了（1）～（3）中的基本标准外，我们对好的算法的评判标准就是高效率、低

存储。  
 

（1）～（3）中的标准都好办，但时间复杂度怎么算呢？ 
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时间复杂度：算法运行需要的时间，一般将算法的执行次数作为时间复杂度的度量标准。 

看算法 1-3，并分析算法的时间复杂度。 
 

//算法 1-3  
sum=0;                     //运行 1次 
total=0;                   //运行 1次 
for(i=1; i<=n; i++)        //运行 n+1次 
{ 
  sum=sum+i;               //运行 n次 
  for(j=1; j<=n; j++)      //运行 n*(n+1)次 

    total=total+i*j;       //运行 n*n次 

} 
 

把算法的所有语句的运行次数加起来：1+1+n+1+n+n×(n+1)+n×n，可以用一个函数

T(n)表达： 

T(n)=2n2+3n+3 

当 n足够大时，例如 n=105
时，T(n)=2×1010+3×105+3，我们可以看到算法运行时间主要

取决于第一项，后面的甚至可以忽略不计。 

用极限表示为： 

( )
lim C 0

( )n

T n

f n
= ≠

→∞

，C为不等于 0 的常数 

如果用时间复杂度的渐近上界表示，如图 1-1所示。 

从图 1-1中可以看出，当 n≥n0时，T(n)≤Cf (n)，当 n 足够大时，T(n)和 f (n)近似相等。

因此，我们用 О(f (n))来表示时间复杂度渐近上界，通常用这种表示法衡量算法时间复杂度。

算法 1-3的时间复杂度渐近上界为 О(f (n))＝О(n2)，用极限表示为： 
2

2

( ) 2 3 3
lim lim 2 0

( )n n

T n n n

f n n

+ += = ≠
→∞ →∞

 

还有渐近下界符号 Ω(T(n)≥Cf (n))，如图 1-2所示。 

                

            图 1-1  渐近时间复杂度上界                   图 1-2  渐近时间复杂度下界 
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从图 1-2可以看出，当 n≥n0时，T(n)≥Cf (n)，当 n足够大时，T(n)和 f (n)近似相等，

因此，我们用 Ω(f (n))来表示时间复杂度渐近下界。 

渐近精确界符号 Θ(C1f (n)≤T(n)≤C2f (n))，如图 1-3所示。 

从图 1-3中可以看出，当 n≥n0时，C1f (n)≤T(n)≤C2f (n)，当 n足够大时，T(n)和 f (n)

近似相等。这种两边逼近的方式，更加精确近似，因此，用

Θ (f (n))来表示时间复杂度渐近精确界。 

我们通常使用时间复杂度渐近上界О(f (n))来表示时间复

杂度。 

看算法 1-4，并分析算法的时间复杂度。 
 

//算法 1-4 
i=1;              //运行 1次 
while(i<=n)     //可假设运行 x次 
{ 
  i=i*2;         //可假设运行 x次 
} 

 

观察算法 1-4，无法立即确定 while 及 i=i*2 运行了多少次。这时可假设运行了 x次，每

次运算后 i 值为 2，22
，23

，…，2x
，当 i=n时结束，即 2x

＝n时结束，则 x=log2n，那么算法

1-4的运算次数为 1+2log2n，时间复杂度渐近上界为 О(f (n))＝О(log2n)。 

在算法分析中，渐近复杂度是对算法运行次数的粗略估计，大致反映问题规模增长趋势，

而不必精确计算算法的运行时间。在计算渐近时间复杂度时，可以只考虑对算法运行时间贡

献大的语句，而忽略那些运算次数少的语句，循环语句中处在循环内层的语句往往运行次数

最多，即为对运行时间贡献最大的语句。例如在算法 1-3中，total=total+i* j 是对算法贡献最

大的语句，只计算该语句的运行次数即可。 

注意：不是每个算法都能直接计算运行次数。 

例如算法 1-5，在 a[n]数组中顺序查找 x，返回其下标 i，如果没找到，则返回−1。 
 

//算法 1-5  
findx(int x)      //在 a[n]数组中顺序查找 x 
{  
for(i=0; i<n; i++)   
{ 
   if (a[i]==x)   
     return i;    //返回其下标 i 
   ｝ 
  return -1; 
} 

 

我们很难计算算法 1-5中的程序到底执行了多少次，因为运行次数依赖于 x在数组中的

位置，如果第一个元素就是 x，则执行 1次（最好情况）；如果最后一个元素是 x，则执行 n

次（最坏情况）；如果分布概率均等，则平均执行次数为（n+1）/2。 

 

图 1-3  渐进时间复杂度精确界 
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有些算法，如排序、查找、插入等算法，可以分为最好、最坏和平均情况分别求算法渐

近复杂度，但我们考查一个算法通常考查最坏的情况，而不是考查最好的情况，最坏情况对

衡量算法的好坏具有实际的意义。 
 

我明白了，那空间复杂度应该就是算法占了多大存储空间了？ 
 

空间复杂度：算法占用的空间大小。一般将算法的辅助空间作为衡量空间复杂度的标准。 

空间复杂度的本意是指算法在运行过程中占用了多少存储空间。算法占用的存储空间

包括： 

（1）输入/输出数据； 

（2）算法本身； 

（3）额外需要的辅助空间。 

输入/输出数据占用的空间是必需的，算法本身占用的空间可以通过精简算法来缩减，

但这个压缩的量是很小的，可以忽略不计。而在运行时使用的辅助变量所占用的空间，即辅

助空间是衡量空间复杂度的关键因素。 

看算法 1-6，将两个数交换，并分析其空间复杂度。 
 

//算法 1-6  
swap(int x,int y)  //x与 y交换  
{  
  int temp; 
  temp=x;  //temp为辅助空间 ① 
  x=y;   ② 
  y=temp; ③ 
}  

 

两数的交换过程如图 1-4所示。 

图 1-4中的步骤标号与算法 1-6中的语句标号一一对应，该算法

使用了一个辅助空间 temp，空间复杂度为 О(1)。 

注意：递归算法中，每一次递推需要一个栈空间来保存调用记

录，因此，空间复杂度需要计算递归栈的辅助空间。 

看算法 1-7，计算 n的阶乘，并分析其空间复杂度。 
 

//算法 1-7  
fac(int n)  //计算 n的阶乘 
{   
  if(n<0)   //小于零的数无阶乘值 
  {   
     printf("n<0,data error!");  
     return -1; 
  } 
  else if(n= =0 || n= =1)  

 

图 1-4  两数交换过程 
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           return 1;  
         else  
           return n*fac(n-1);  
} 

 

阶乘是典型的递归调用问题，递归包括递推和回归。递推是将原问题不断分解成子问题，

直到达到结束条件，返回最近子问题的解；然后逆向逐一回归，最终到达递推开始的原问题，

返回原问题的解。 

思考：试求 5的阶乘，程序将怎样计算呢？ 

5的阶乘的递推和回归过程如图 1-5和图 1-6所示。 

fac(1)

4*fac(3)

3*fac(2)

2*fac(1)

5*fac(4)

递推

                    

              图 1-5  5的阶乘递推过程                     图 1-6  5的阶乘回归过程 

图 1-5和图 1-6的递推、回归过程是我们从逻辑思维上推理，用图的方式形象地表达出

来的，但计算机内部是怎样处理的呢？计算机使用一种称为“栈”的数据结构，它类似于一

个放一摞盘子的容器，每次从顶端放进去一个，拿出来的时候只能从顶端拿一个，不允许从

中间插入或抽取，因此称为“后进先出”（last in first out）。 

5的阶乘进栈过程如图 1-7所示。 

 

图 1-7  5的阶乘进栈过程 

5的阶乘出栈过程如图 1-8所示。 



││││ 

 

9 1.3 美不胜收——魔鬼序列 

从图 1-7和图 1-8的进栈、出栈过程中，我们可以很清晰地看到，首先把子问题一步步

地压进栈，直到得到返回值，再一步步地出栈，最终得到递归结果。在运算过程中，使用了

n个栈空间作为辅助空间，因此阶乘递归算法的空间复杂度为 О(n)。在算法 1-7中，时间复

杂度也为 О(n)，因为 n的阶乘仅比 n−1的阶乘多了一次乘法运算，fac(n)=n*fac(n−1)。如果

用 T(n)表示 fac(n)的时间复杂度，可表示为： 

 

图 1-8  5的阶乘出栈过程 

T(n)= T(n−1)+1 

                                     = T(n−2)+1+1 

                                     …… 

                                     = T(1)+…+1+1 

                                     =n 

1.3 
美不胜收——魔鬼序列 

趣味故事 1-1：一棋盘的麦子 

有一个古老的传说，有一位国王的女儿不幸落水，水中有很多鳄鱼，国王情急之下下令：

“谁能把公主救上来，就把女儿嫁给他。”很多人纷纷退让，一个勇敢的小伙子挺身而出，冒

着生命危险把公主救了上来，国王一看是个穷小子，想要反悔，说：“除了女儿，你要什么

都可以。”小伙子说：“好吧，我只要一棋盘的麦子。您在第 1个格子里放 1粒麦子，在第 2

个格子里放 2粒，在第 3个格子里放 4粒，在第 4个格子里放 8粒，以此类推，每一格子里

的麦子粒数都是前一格的两倍。把这 64个格子都放好了就行，我就要这么多。”国王听后哈

哈大笑，觉得小伙子的要求很容易满足，满口答应。结果发现，把全国的麦子都拿来，也填
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不完这 64格……国王无奈，只好把女儿嫁给了这个小伙子。 

解析

棋盘上的 64个格子究竟要放多少粒麦子？ 

把每一个放的麦子数加起来，总和为 S，则：

S=1+21+22+23+…+263 ①

我们把式①等号两边都乘以 2，等式仍然成立：

2S=21+22+23+…+263+264 ②

式 ②减去式①，则：

S=264−1 ＝18 446 744 073 709 551 615 

据专家统计，每个麦粒的平均重量约 41.9毫克，那么这些麦粒的总重量是： 

18 446 744 073 709 551 615×41.9＝772 918 576 688 430 212 668.5（毫克） 

≈7729（亿吨） 

全世界人口按 60亿计算，每人可以分得 128吨！ 

我们称这样的函数为爆炸增量函数，想一想，如果算法时间复杂度是 О(2n) 会怎样？随

着 n的增长，这个算法会不会“爆掉”？经常见到有些算法调试没问题，运行一段也没问题，

但关键的时候宕机（shutdown）。例如，在线考试系统，50 个人考试没问题，100 人考试也

没问题，如果全校 1万人考试就可能出现宕机。

注意：宕机就是死机，指电脑不能正常工作了，包括一切原因导致的死机。计算机主机

出现意外故障而死机，一些服务器（如数据库）死锁，服务器的某些服务停止运行都可以称

为宕机。

常见的算法时间复杂度有以下几类。

（1）常数阶。

常数阶算法运行的次数是一个常数，如 5、20、100。常数阶算法时间复杂度通常用 О(1)

表示，例如算法 1-6，它的运行次数为4，就是常数阶，用О(1)表示。 

（2）多项式阶。

很多算法时间复杂度是多项式，通常用 О(n)、

О(n2)、О(n3)等表示。例如算法 1-3就是多项式阶。 

（3）指数阶。

指数阶时间复杂度运行效率极差，程序员往

往像躲“恶魔”一样避开它。常见的有 О(2n)、

О(n！)、О(nn)等。使用这样的算法要慎重，例如

趣味故事 1-1。 

（4）对数阶。

图 1-9 常见函数增量曲线
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对数阶时间复杂度运行效率较高，常见的有 О(logn)、О(nlogn)等，例如算法 1-4。 

常见时间复杂度函数曲线如图 1-9所示。 

从图 1-9中可以看出，指数阶增量随着 x的增加而急剧增加，而对数阶增加缓慢。它们

之间的关系为： 

О(1)< О(logn)< О(n)< О(nlogn) < О(n2)< О(n3)< О(2n) < О(n!)< О(nn) 

我们在设计算法时要注意算法复杂度增量的问题，尽量避免爆炸级增量。 

趣味故事 1-2：神奇兔子数列 

假设第 1个月有 1对刚诞生的兔子，第 2个月进入成熟期，第 3个月开始生育兔子，而

1对成熟的兔子每月会生 1对兔子，兔子永不死去……那么，由 1对初生兔子开始，12个月

后会有多少对兔子呢？  

兔子数列即斐波那契数列，它的发明者是意大利数学家列昂纳多·斐波那契（Leonardo 

Fibonacci，1170—1250）。1202年，他撰写了《算盘全书》（《Liber Abaci》）一书，该书是一

部较全面的初等数学著作。书中系统地介绍了印度—阿拉伯数码及其演算法则，介绍了中国

的“盈不足术”；引入了负数，并研究了一些简单的一次同余式组。 

（1）问题分析 

我们不妨拿新出生的 1对小兔子分析： 

第 1个月，小兔子①没有繁殖能力，所以还是 1对。 

第 2个月，小兔子①进入成熟期，仍然是 1对。 

第 3个月，兔子①生了 1对小兔子②，于是这个月共有 2（1+1=2）对兔子。 

第 4个月，兔子①又生了 1对小兔子③。因此共有 3（1+2=3）对兔子。 

第 5个月，兔子①又生了 1对小兔子④，而在第 3个月出生的兔子②也生下了 1对小兔

子⑤。共有 5（2+3=5）对兔子。 

第 6个月，兔子①②③各生下了 1对小兔子。新生 3对兔子加上原有的 5对兔子这个月

共有 8（3+5=8）对兔子。 

…… 

为了表达得更清楚，我们用图示来分别表示新生兔子、成熟期兔子和生育期兔子，兔子

的繁殖过程如图 1-10所示。 

这个数列有十分明显的特点，从第 3 个月开始，当月的兔子数=上月兔子数+当月新生兔子

数，而当月新生的兔子正好是上上月的兔子数。因此，前面相邻两项之和，构成了后一项，即： 

当月的兔子数=上月兔子数+上上月的兔子数 

斐波那契数列如下： 

1，1，2，3，5，8，13，21，34，… 

递归式表达式： 
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1 , 1

( ) 1 , 2

( 1) ( 2) , 2

n

F n n

F n F n n

=
= =
 − + − >

 

 

图 1-10  兔子繁殖过程 

那么我们该怎么设计算法呢？ 
 

哈哈，这太简单了，用递归算法很快就算出来了！ 
 

（2）算法设计 

首先按照递归表达式设计一个递归算法，见算法 1-8。 
 

//算法 1-8  
Fib1(int n)  
{   
  if(n<1)    
     return -1; 
if(n==1||n==2)    
     return 1; 
  return Fib1(n-1)+Fib1(n-2); 
}   

 

写得不错，那么算法设计完成后，我们有 3个问题： 

• 算法是否正确？ 

• 算法复杂度如何？ 

• 能否改进算法？ 
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（3）算法验证分析 

第一个问题毋庸置疑，因为算法 1-8是完全按照递推公式写出来的，所以正确性没有问

题。那么算法复杂度呢？假设 T(n)表示计算 Fib1(n)所需要的基本操作次数，那么： 
 

n=1时，T(n)=1； 
n=2时，T(n)=1； 
n=3时，T(n)=3；//调用 Fib1(2)、Fib1(1)和执行一次加法运算 Fib1(2)+Fib1(1) 

 

因此，n>2时要分别调用 Fib1(n−1)、Fib1(n−2)和执行一次加法运算，即： 
 

n>2时，T(n)= T(n-1)+ T(n-2)+1； 
 

递归表达式和时间复杂度 T(n)之间的关系如下： 
1 , 1 ( ) 1

( ) 1 , 2 ( ) 1

( 1) ( 2) , 2 ( ) ( 1) ( 2) 1

n T n

F n n T n

F n F n n T n T n T n

= =
= = =
 − + − > = − + − +

 

由此可得： ( ) ( )T n F n≥ 。 

那么怎么计算 F(n)呢？ 

有兴趣的读者可以看本书附录 A 中通项公式的求解方法，也可以看下文中的简略解释。 

斐波那契数列通项为： 

1 1 5 1 5
( )

2 25

n n

F n
    + − = −           

 

当 n 趋近于无穷时， 

1 1 5
( )

25

n

F n
 +≈   
 

 

由于 ( ) ( )T n F n≥ ，这是一个指数阶的算法！ 

如果我们今年计算出了 F(100)，那么明年才能算出 F(101)，多算一个斐波那契数需要一

年的时间，爆炸增量函数是算法设计的噩梦！算法 1-8的时间复杂度属于爆炸增量函数，这

在算法设计时是应当避开的，那么我们能不能改进它呢？ 

（4）算法改进 

既然斐波那契数列中的每一项是前两项之和，如果记录前两项的值，只需要一次加法运算

就可以得到当前项，时间复杂度会不会更低一些？我们用数组试试看，见算法 1-9。 
 

//算法 1-9  
Fib2(int n)  
{   
  if(n<1)    
     return -1; 
  int *a=new int[n+1];//定义一个长度为 n+1的数组，0空间未使用 
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  a[1]=1； 
  a[2]=1; 
  for(int i=3;i<=n;i++) 
     a[i]=a[i-1]+a[i-2]; 
  return a[n]; 
} 

 

很明显，算法 1-9的时间复杂度为 О(n)。算法仍然是按照 F(n)的定义，所以正确性没有

问题，而时间复杂度却从算法 1-8的指数阶降到了多项式阶，这是算法效率的一个巨大突破！ 

算法 1-9使用了一个辅助数组记录中间结果，空间复杂度也为 О(n)，其实我们只需要得

到第 n个斐波那契数，中间结果只是为了下一次使用，根本不需要记录。因此，我们可以采

用迭代法进行算法设计，见算法 1-10。 
 

//算法 1-10  
Fib3(int n)  
{ 
  int i,s1,s2;  
  if(n<1)    
     return -1; 
  if(n==1||n==2)    
     return 1; 
  s1=1; 
  s2=1; 
  for(i=3; i<=n; i++) 
  { 
     s2=s1+s2; //辗转相加法 
     s1=s2-s1; //记录前一项 
  } 
  return s2; 
} 

 

迭代过程如下。 

初始值：s1=1；s2=1； 

           当前解       记录前一项 

i=3时     s2= s1+s2=2     s1=s2−s1=1 

i=4时     s2= s1+s2=3     s1= s2−s1=2 

i=5时     s2= s1+s2=5     s1= s2−s1=3 

i=6时     s2= s1+s2=8     s1= s2−s1=5 

……         ……         …… 

算法 1-10使用了若干个辅助变量，迭代辗转相加，每次记录前一项，时间复杂度为 О(n)，

但空间复杂度降到了 О(1)。 

问题的进一步讨论：我们能不能继续降阶，使算法时间复杂度更低呢？实质上，斐

波那契数列时间复杂度还可以降到对数阶 О(logn)，有兴趣的读者可以查阅相关资料。想
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想看，我们把一个算法从指数阶降到多项式阶，再降到对数阶，这是一件多么振奋人心

的事！ 

（5）惊人大发现 

科学家经研究在植物的叶、枝、茎等排列中发现了斐波那契数！例如，在树木的枝干上

选一片叶子，记其为数 1，然后依序点数叶子（假定没有折损），直到到达与那片叶子正对

的位置，则其间的叶子数多半是斐波那契数。叶子从一个位置到达下一个正对的位置称为一

个循回。叶子在一个循回中旋转的圈数也是斐波那契数。在一个循回中，叶子数与叶子旋转

圈数的比称为叶序（源自希腊词，意即叶子的排列）比。多数植物的叶序比呈现为斐波那契

数的比，例如，蓟的头部具有 13条顺时针旋转和 21条逆时针旋转的斐波那契螺旋，向日葵

的种子的圈数与子数、菠萝的外部排列同样有着这样的特性，如图 1-11所示。 

 

图 1-11  斐波那契螺旋（图片来自网络） 

观察延龄草、野玫瑰、南美血根草、大波斯菊、金凤花、耧斗菜、百合花、蝴蝶花的花

瓣，可以发现它们的花瓣数目为斐波那契数：3，5，8，13，21，…。如图 1-12所示。 

 

图 1-12  植物花瓣（图片来自网络） 

树木在生长过程中往往需要一段“休息”时间，供自身生长，而后才能萌发新枝。所

以，一株树苗在一段间隔（例如一年）以后长出一条新枝；第二年新枝“休息”，老枝依

旧萌发；此后，老枝与“休息”过一年的枝同时萌发，当年生的新枝则次年“休息”。这
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样，一株树木各个年份的枝桠数便构成斐波那契数列，这个规律就是生物学上著名的“鲁

德维格定律”。

这些植物懂得斐波那契数列吗？应该并非如此，它们只是按照自然的规律才进化成这样

的。这似乎是植物排列种子的“优化方式”，它能使所有种子具有相近的大小却又疏密得当，

不至于在圆心处挤太多的种子而在圆周处却又很稀疏。叶子的生长方式也是如此，对于许多

植物来说，每片叶子从中轴附近生长出来，为了在生长的过程中一直都能最佳地利用空间（要

考虑到叶子是一片一片逐渐地生长出来，而不是一下子同时出现的），每片叶子和前一片叶

子之间的角度应该是 222.5°，这个角度称为“黄金角度”，因为它和整个圆周 360°之比是黄

金分割数 0.618的倒数，而这种生长方式就导致了斐波那契螺旋的产生。向日葵的种子排列

形成的斐波那契螺旋有时能达到 89，甚至 144。1992年，两位法国科学家通过对花瓣形成

过程的计算机仿真实验，证实了在系统保持最低能量的状态下，花朵会以斐波那契数列的规

律长出花瓣。

有趣的是：这样一个完全是自然数的数列，通项公式却是用无理数来表达的。而且当 n

趋向于无穷大时，斐波那契数列前一项与后一项的比值越来越逼近黄金分割比 0.618：1÷1=1，

1÷2=0.5，2÷3=0.666，…，3÷5=0.6，5÷8=0.625，…，55÷89=0.617977，…，144÷233=0.618025，…，

46368÷75025=0.6180339886…… 

越到后面，这些比值越接近黄金分割比：

( 1) 2
0.618

( ) 1 5

F n

F n

− ≈ ≈
+

 

斐波那契数列起源于兔子数列，这个现实中的例子让我们真切地感到数学源于生活，生

活中我们需要不断地通过现象发现数学问题，而不是为了学习而学习。学习的目的是满足对

世界的好奇心，如果我们怀着这样一颗好奇心，或许世界会因你而不同！斐波那契通过兔子

繁殖来告诉我们这种数学问题的本质，随着数列项的增加，前一项与后一项之比越来越逼近

黄金分割的数值 0.618时，我彻底被震惊到了，因为数学可以表达美，这是令我们叹为观止

的地方。当数学创造了更多的奇迹时，我们会发现数学本质上是可以回归到自然的，这样的

事例让我们感受到数学的美，就像黄金分割、斐波那契数列，如同大自然中的一朵朵小花，

散发着智慧的芳香……

1.4 
灵魂之交——马克思手稿中的数学题 

有人抱怨：算法太枯燥、乏味了，看到公式就头晕，无法学下去了。你肯定选择了一条充满

荆棘的路。选对方法，你会发现这里是一条充满鸟语花香和欢声笑语的幽径，在这里，你可以和
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高德纳聊聊，同爱因斯坦喝杯咖啡，与歌德巴赫和角谷谈谈想法，Dijkstra也不错。与世界顶级的

大师进行灵魂之交，不问结果，这一过程已足够美妙！ 

如果这本书能让多一个人爱上算法，这就足够了！ 

趣味故事 1-3：马克思手稿中的数学题 

马克思手稿中有一道趣味数学问题：有 30个人，其中有男人、女人和小孩，这些人在

一家饭馆吃饭花了 50先令；每个男人花 3先令，每个女人花 2先令，每个小孩花 1先令；

问男人、女人和小孩各有几人？ 

（1）问题分析 

设 x、y、z分别代表男人、女人和小孩。按题目的要求，可得到下面的方程：  
x+y+z=30  ① 
3x+2y+z=50 ② 

两式相减，②−①得：  
2x+y=20  ③ 

从式③可以看出，因为 x、y为正整数，x最大只能取 9，所以 x变化范围是 1～9。那么

我们可以让 x 从 1 到 9 变化，再找满足①②两个条件 y、z值，找到后输入即可，答案可能

不止一个。 

（2）算法设计 

按照上面的分析进行算法设计，见算法 1-11。 
 

//算法 1-11 
#include<iostream>  
int main()  
{  
  int x,y,z,count=0; //记录可行解的个数 
  cout<<" Men，Women，Children"<<endl;  
  cout<<"........................................"<<endl;  
  for(x=1;x<=9;x++)  
  {  
    y=20-2*x;  //固定 x值然后根据式③求得 y值  

    z=30-x-y;  //由式①求得 z值  
    if(3*x+2*y+z==50)  //判断当前得到的一组解是否满足式② 

      cout<<++count<<"  "<<x<<y<<z<<endl; //打印出第几个解和解值 x，y，z 
    } 
    return 0; 
} 

 

（3）算法分析 

算法完全按照题中方程设计，因此正确性毋庸置疑。那么算法复杂度怎样呢？从算法

1-11中可以看出，对算法时间复杂度贡献最大的语句是 for(x=1;x<=9;x++)，该语句的执行次

数是 10，for 循环中 3条语句的执行次数为 9，其他语句执行次数为 1，for 语句一共执行 36

次基本运算，时间复杂度为 О(1)。没有使用辅助空间，空间复杂度也为 О(1)。 
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（4）问题的进一步讨论 

为什么让 x变化来确定 y、z值？让 y变化来确定 x、z值会怎样呢？让 z变化来确定 x、

y值行不行？有没有更好的算法降低时间复杂度？ 

趣味故事 1-4：爱因斯坦的阶梯 

爱因斯坦家里有一条长阶梯，若每步跨 2阶，则最后剩 1阶；若每步跨 3阶，则最后剩

2阶；若每步跨 5阶，则最后剩 4阶；若每步跨 6阶，则最后剩 5阶。只有每次跨 7阶，最

后才正好 1阶不剩。请问这条阶梯共有多少阶？ 

（1）问题分析 

根据题意，阶梯数 n满足下面一组同余式：  

n≡1(mod 2) 

n≡2(mod 3) 

n≡4(mod 5) 

n≡5(mod 6) 

n≡0(mod 7) 

注意：两个整数 a、b，若它们除以整数 m所得的余数相等，则称 a、b对于模 m同余，

记作 a≡b(mod m)，读作 a同余于 b模 m，或读作 a与 b关于模 m同余。那么只需要判断一

个整数值是否满足这 5个同余式即可。 

（2）算法设计 

按照上面的分析进行算法设计，见算法 1-12。 
 

//算法 1-12 
#include<iostream>  
int main()  
{  
  int n=1; //n为所设的阶梯数  
  while(!((n%2==1)&&(n%3==2)&&(n%5==4)&&(n%6==5)&&(n%7==0)))  
      n++;      //判别是否满足一组同余式 
  cout<<"Count the stairs= "<<n<<endl;  //输出阶梯数 
  return 0; 
}  

 

（3）算法分析 

算法的运行结果： 
 

Count the stairs =119  
 

因为 n从 1开始，找到第一个满足条件的数就停止，所以算法 1-12中的 while语句运行

了 119 次。有的算法从算法本身无法看出算法的运行次数，例如算法 1-12，我们很难知道

while 语句执行了多少次，因为它是满足条件时停止，那么多少次才能满足条件呢？每个问
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题具体的次数是不同的，所以不能看到程序中有 n，就简单地说它的时间复杂度为 n。 
 

我们从 1开始一个一个找结果的办法是不是太麻烦了？ 
 

（4）算法改进 

因为从上面的 5个同余式来看，这个数一定是 7的倍数 n≡0(mod 7)，除以 6余 5，除以 5余 4，

除以 3余 2，除以 2余 1，我们为什么不从 7的倍数开始判断呢？算法改进见算法 1-13。 
//算法 1-13 
#include<iostream>  
int main()  
{  
  int n=7; //n为所设的阶梯数  
  while(!((n%2==1)&&(n%3==2)&&(n%5==4)&&(n%6==5)&&(n%7==0)))  
  n=n+7;      //判别是否满足一组同余式 
  cout<<"Count the stairs="<<n<<endl;  //输出阶梯数 
  return 0; 
}  

 

算法的运行结果： 
 

Count the stairs =119  
 

算法 1-13中的 while语句执行了 119/7=17次，可见运行次数减少了不少呢！ 

（5）问题的进一步讨论 

此题算法还可考虑求 2、3、5、6的最小公倍数 n，然后令 t=n−1，判断 t≡0(mod 7)是否

成立，若不成立则 t=t+n，再进行判别，直到选出满足条件的 t 为止。 

解释：因为 n是 2、3、5、6的最小公倍数，减 1后，分别除以 2、3、5、6，余数必然

为 1、2、4、5，正好满足前四个条件，再继续判断是否满足第五个条件即可。 

2、3、5、6的最小公倍数 n=30。 

t=n−1=29，t≡0(mod 7)不成立； 

t= t+n=59，t≡0(mod 7)不成立； 

t= t+n=89，t≡0(mod 7)不成立； 

t= t+n=119，t≡0(mod 7)成立。 

我们可以看到这一算法判断 4次即成功，但是，求多个数的最小公倍数需要多少时间复

杂度，是不是比上面的算法更优呢？结果如何请大家动手试一试。 

趣味故事 1-5：哥德巴赫猜想 

哥德巴赫猜想：任一大于 2的偶数，都可表示成两个素数之和。 

验证：2000以内大于 2的偶数都能够分解为两个素数之和。 

（1）问题分析 

为了验证哥德巴赫猜想对 2000以内大于 2 的偶数都是成立的，要将整数分解为两部分
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（两个整数之和），然后判断分解出的两个整数是否均为素数。若是，则满足题意；否则重新

进行分解和判断。素数测试的算法可采用试除法，即用 2，3，4，…， n 去除 n，如果能被

整除则为合数，不能被整除则为素数。  

（2）算法设计 

按照上面的分析进行算法设计，见算法 1-14。 
 

//算法 1-14 
#include<iostream> 
#include<math.h>  
int prime(int n); //判断是否均为素数 
int main()  
{  
  int i,n;  
  for(i=4;i<=2000;i+=2) //对 2000大于 2的偶数分解判断，从 4开始，每次增 2 
  { 
    for(n=2;n<i;n++)  //将偶数 i分解为两个整数，一个整数是 n，一个是 i-n 
      if(prime(n))    //判断第一个整数是否均为素数  
         if(prime(i-n))   //判断第二个整数是否均为素数  
         {  
            cout<< i <<"=" << n <<"+"<<i-n<<endl;  //若均是素数则输出  
            break;  
         }  
     if(n==i)  
        cout<<"error "<<endl;  
  }  
}  
int prime(int i) //判断是否为素数  
{  
  int j;  
  if(i<=1) return 0;  
  if(i==2) return 1;  
  for(j=2;j<=(int)(sqrt((double)i));j++)  
    if(!(i%j)) return 0;  
  return 1;   
} 

 

（3）算法分析 

要验证哥德巴赫猜想对 2000以内大于 2 的偶数都是成立的，我们首先要看看这个范围

的偶数有多少个。1～2000中有 1000个偶数，1000个奇数，那么大于 2 的偶数有 999个，

即 i=4，6，8，…，2000。再看偶数分解和素数判断，这就要看最好情况和最坏情况了。最

好的情况是一次分解，两次素数判断即可成功，最坏的情况要 i−2次分解（即 n=2，3，…，

i−1的情况），每次分解分别执行 2～sqrt(n)次、2～sqrt(i−n)次判断。 

这个程序看似简单合理，但存在下面两个问题。 

1）偶数分解存在重复。 

• i=4：分解为（2，2），（3，1），从 n=2，3，…，i−1分解，每次得到一组数（n，i−n）。 
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• i=6：分解为（2，4），（3，3），（4，2），（5，1）。

• i=8：分解为（2，6），（3，5），（4，4），（5，3），（6，2），（7，1）。

除了最后一项外，每组分解都在 i/2处对称分布。最后一组中有一个数为 1，1既不是素

数也不是合数，因此去掉最后一组，那么我们就可以从 n=2，3，…，i/2 进行分解，省掉了

一半的多余判断。

2）素数判断存在重复。

• i=4：分解为（2，2），（3，1），要判断 2 是否为素数，然后判断第二个 2 是否为素

数。判断成功，返回。

• i=6：分解为（2，4），（3，3），（4，2），（5，1），要判断 2是否为素数，然后判断 4

是否为素数，不是继续下一个分解。再判断 3 是否为素数，然后判断第二个 3 是否

为素数。判断成功，返回。

每次判断素数都要调用 prime函数，那么可以先判断分解有可能得到的数是否为素数，

然后把结果存储下来，下次判断时只需要调用上次的结果，不需要再重新判断是否为素数。

例如（2，2），第一次判断结果 2 是素数，那第二个 2 就不用判断，直接调用这个结果，后

面所有的分解，只要遇到这个数就直接认定为这个结果。

（4）算法改进

先判断所有分解可能得到的数是否为素数，然后把结果存储下来，有以下两种方法。

1）用布尔型数组 flag[2..1998]记录分解可能得到的数（2～1998）所有数是不是素数，

分解后的值作为下标，调用该数组即可。时间复杂度减少，但空间复杂度增加。

2）用数值型数组 data[302]记录 2～1998中所有的素数（302个）。

• 分解后的值，采用折半查找（素数数组为有序存储）的办法在素数数组中查找，找

到就是素数，否则不是。

• 不分解，直接在素数数组中找两个素数之和是否为 i，如果找到，验证成功。因为素

数数组为有序存储，当两个数相加比 i 大时，不需要再判断后面的数。

（5）问题的进一步讨论

上面的方法可以写出 3个算法，大家可以尝试写一写，然后分析时间复杂度、空间复杂

度如何？哪个算法更优一些？是不是还可以做到更好？

1.5 
算法学习瓶颈 

很多人感叹：算法为什么这么难！

一个原因是，算法本身具有一定的复杂性，还有一个原因：讲得不到位！
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算法的教与学有两个困难。  

（1）我们学习了那些经典的算法，在惊叹它们奇妙的同时，难免疑虑重重：这些算法是怎

么被想到的？这可能是最费解的地方。高手讲，学算法要学它的来龙去脉，包括种种证明。但

这对菜鸟来说，这简直比登天还难，很可能花费很多时间也无法搞清楚。对大多数人来说，这

条路是行不通的，那怎么办呢？下功夫去记忆书上的算法？记住这些算法的效率？这样做看似

学会了，其实两手空空，遇到一个新问题，仍然无从下手。可这偏偏又是极重要的，无论做研

究还是实际工作，一个计算机专业人士最重要的能力就是解决问题——解决那些不断从实际

应用中冒出来的新问题。 

（2）算法作为一门学问，有两条几乎平行的线索。一个是数据结构（数据对象）：数、

矩阵、集合、串、排列、图、表达式、分布等。另一个是算法策略：贪心、分治、动态规

划、线性规划、搜索等。这两条线索是相互独立的：同一个数据对象（如图）上有不同的

问题（如单源最短路径和多源最短路径），就可以用到不同的算法策略（例如贪婪和动态

规划）；而完全不同的数据对象上的问题（如排序和整数乘法），也许就会用到相同的算法

策略（如分治）。 

两条线索交织在一起，该如何表述？我们早已习惯在一章中完全讲排序，而在另一章

中完全讲图论算法。还没有哪一本算法书很好地解决这两个困难，传统的算法书大多注重

内容的收录，但却忽视思维过程的展示，因此我们学习了经典的算法，却费解于算法设计

的过程。 

本书从问题出发，根据实际问题分析、设计合适的算法策略，然后在数据结构上操作实

现，巧妙地将数据结构和算法策略拧成了一条线。通过大量实例，充分展现算法设计的思维

过程，让读者充分体会求解问题的思路，如何分析？使用什么算法策略？采用什么数据结

构？算法的复杂性如何？是否有优化的可能？ 

这里，我们培养的是让读者怀着一颗好奇心去思考问题、解决问题。更重要的是—体

会学习的乐趣，发现算法的美！ 

1.6 
你怕什么 

本章主要说明以下问题。 

（1）将程序执行次数作为时间复杂度衡量标准。 

（2）时间复杂度通常用渐近上界符号 O(f(n))表示。 

（3）衡量算法的好坏通常考查算法的最坏情况。 

（4）空间复杂度只计算辅助空间。 
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（5）递归算法的空间复杂度要计算递归使用的栈空间。 

（6）设计算法时尽量避免爆炸级增量复杂度。 

通过本章的学习，我们对算法有了初步的认识，算法就在我们的生活中。任何一个算法

都不是凭空造出来的，而是来源于实际中的某一个问题，由此推及一类、一系列问题，所以

算法的本质是高效地解决实际问题。本章部分内容或许你不是很清楚，不必灰心，还记得我

在前言中说的“大视野，不求甚解”吗？例如斐波那契数列的通项公式推导，不懂没关系，

只要知道斐波那契数列用递归算法，时间复杂度是指数阶，这就够了。就像一个面包师一边

和面，一边详细讲做好面包要多少面粉、多少酵母、多大火候，如果你对如何做面包非常好

奇，大可津津有味地听下去，如果你只是饿了，那么只管吃好了。 

通过算法，你可以与世界顶级大师进行灵魂交流，体会算法的妙处。 

Donald Ervin Knuth说：“程序就是蓝色的诗”。而这首诗的灵魂就是算法，走进算法，

你会发现无与伦比的美！ 

持之以恒地学习，没有什么是学不会的。行动起来，没有什么不可以！ 


