
第四章 矢量代数与空间解析几何 

大纲要求 

了解 两个向量垂直、平行的条件，曲面方程和空间曲线方程的概念，常用二次曲面的方程及其图形，空
间曲线的参数方程和一般方程.空间曲线在坐标平面上的投影. 

会 求平面与平面、平面与直线、 直线与直线之间的夹角，利用平面、直线的相互絭（平行、垂直、相交
等）解决有关问题，点到直线以及点到平面的距离，求简单的柱面和旋转曲面的方程，求空间曲线在坐标

平面上的投影方程. 

理解 空间直角坐标系，向量的概念及其表示，单位向量、方向数与方向余弦、向量的坐标表达式， 

掌握 向量的运算（线性运算、数量积、向量积、混合积），用坐标表达式进行向量运算的方法，平面方
程和直线方程及其求法. 

第一节 矢量代数 

内容精要 

（一） 基本概念 
    1.矢量的概念 

定义 4.1  一个既有大小又有方向的量称为矢量，长度为 0的矢量称为零矢量，用 0表

示，方向可任意确定。长度为 1的矢量称为单位矢量。 

定义 4.2 两个矢量 a与b ，若它们的方向一致，大小相等，则称这两个矢量相等，记作

ba = .换句话说一个矢量可按照我们的意愿把它平移到任何一个地方（因为既没有改

变大小，也没改 

变方向），这种矢称为自由矢量，这样在解问题时将更加灵活与方便。 

kajaiaa 3211( ++= 称为按照 kji ,, 的坐标分解式， },,{ 321 aaaa = 称为坐标式。
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0a 是单位矢量且与 a的方向一致，且

0|| aaa = 。因此，告诉我们求矢量 a的一种方法，即只要求出 a的大小 || a 和与a方向一

致的单位矢量
0a ，则 .|| 0aaa = 若 },{ 321 aaaa = ，知 
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其中 γβα .. 是a分别与 Ox 轴，Oy 轴，Oz 轴正向的夹角，而 
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2.矢量间的运算 

设 }.,,{},,,{},,,{ 321321321 ccccbbbbaaaa ===  
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ba× 的 确 定 （ 1 ） ,sin|||||| θbaba =× （ 2 ） ba × 与 ba, 所 确 定 的 平 面

0,0||,||,( =×=×≠ babababa 即知若 ，方向可任意确定）垂直，且 baba ×,, 构成右

手系若 cba ,,  用坐标式给出，则 

kabbajbabaibaba

bbb

aaa
kji

ba )()()( 212113312332

321

321 −+−−−==×  

由行列式的性质可知 .abba ×−=×  

ba × 的几何意义： ba × 表示以 ba, 为邻边的平行四边形 

的面积，即 .||sin|||||| shababa ===× θ  

容易知道以 ba, 为邻边的三角形面积为 

||
2
1 bas ×= . 

容易验证    ( ) .|||||| 2222 bababa =⋅+×  

321

321

321

)(

ccc

bbb
aaa

cba =⋅×  

cba ⋅× )( 的性质可用行列式的性质来记，其余没有提到的性质与以前代数运算性质完

全相同。 

cba ⋅× )( 的几何意义      |)(| cba ⋅× 表示以 cba ,, 为邻边的平行六面体的体积，即 

θcos|||||)(| cbacba ⋅×=⋅×  

ba×
b  

a  
图 4-1 
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图 4-2

图 4-3
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.||cos|||| vshhbacba ==×=⋅×= θ  

容易知道以 cba ,, 为邻边的四面 

体的体积为 .|)(|
6
1 cbaV ⋅×=  

ba × 的应用特别重要，既若直线 L 既垂直矢量 a，也垂直矢量 bab ,且 不平行，则 L

与 ba, 确定的平面垂直，又 ba × 也与 ba, 确定的平面垂直，由两直线与同一平面垂面，则

两直线平行.知 L 与 ba × 平行，换句话说 ba × 是直线 L的方向向量，是 ba, 确定平面的法

矢量，这对于求直线方程与平面方程显得非常重要。 

3.矢量间的关系 

1. 00 332221 =++⇔=⋅⇔⊥ bababababa . 

2. bababa ,0|| ⇔=×⇔ 的分量对应成比例 0≠⇔ b若 ，总存在唯一的常数λ，

使 ba λ= 。 

以上是我们在实际中判断两矢量垂直与平行的常用方法，请记住. 

3. cba ,, 共面 cbcba ,0)( 若⇔=⋅×⇔ 不共线总存在唯一的两个实数 m,n，使

cnbma += . 

4.设三个矢量 321 ,, eee 不共面，则对空间任一矢量 a，总存在唯一的三个常 ，ι m,n,使

.321 enemela ++=  

5.设 0≠b ， ba在 上的投影指的是 

把 a的起点平移到b 的起点 O，过 a的终点作b 的 

垂线交b 上一点 P，OP 称为 a在b 的投影，记作 .aP brj  

||||
cos||||cos|| 00

b
ba

b
bababaaOPaP brj

⋅
=⋅=⋅==== θθ , 

即 .)(,
||

000 bbaOP
b
babaaP brj ⋅=
⋅

=⋅= 而  

这个公式对我们在后面求点到直线上距离，点到平面距离，两异面直线公垂线的长都有

帮助。 

第二节 直线与平面 

a

a

O
θ 

bP
图 4-5 
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内容精要 

（一） 定理与公式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

其 中

2

2

2

2

2

2
2

1

1

1

1

1

1
1

000 :,,:
n

zz
m

yy
l

xxL
n

zz
m

yy
l

xxL
n

zz
m

yy
l
xxL −

=
−

=
−−

=
−

=
−

=
−

=
−

=
−

直线方程 
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平面方程 

点法式 0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA  

一般式 0=+++ DCzByAx

三点式 0
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截距式 1=++
c
z

b
y

a
x

（ 0,0,0 ≠≠≠ cba ） 

平面束 0)()( 22221111 =+++++++ DzCyBxADzCyBxA µλ  

两直线 L1、L2位置关系
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两平面π1、π2位置关系
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直线 L与平面π的位置关系 

2
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直线与平面 
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.0:,0:,0: 2222211111 =+++=+++=+++ DzCyBxADzcyBxADCzByAx πππ  

1．设  直线 L方程为
n

zz
m

yy
l
xx 000 −

=
−

=
−

，其中 ),,( 0000 zyxP 是直线 L上一点，

0},,{ ≠= nmlv 是 L 的方向向量，P1（x1,y1,z1）是直线 L 外一点，则 P1 到 L 的距离为

||
|| 10

v
PPv

d
×

= . 

    证  连接 P0P1，过 P1作 L 的垂线，垂足为 Q，以 QPPP 010 , 分邻边作平行四边形，由 QP0

在直线 L上，知 vQPvvQP λ=≠ 00 ,0|| 知且 ，于是 
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=
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λ
    

注：在证明过程中假设 P0不是 P1的垂足，若 P0是垂足，则 || 10 PPd = ，实际上 QP =0 时，

上式依然成立。 

    2。设平面π的方程为 Ax+By+Cz+D=0, { 0},, ≠= CBAn 是平面的法矢量，P1（x1,y1,z1）

是平面π外一点，则 P1到平面π的距离为
222

1111 ||
CBA

DCzByAxd
++

+++
= . 

证  过 1P作平面的垂线，垂足为 Q，在平面π内选一点 QzyxP ≠),,( 0000 ，连接 P1P0，

得矢量 01PP ，由 π⊥QP1 ，知
00

11 ,|| nQPnQP ±= ，于是 

|||)(||||| 0
01

0
01

0
1011 nPPnPPQPPPQPd ⋅=⋅±=⋅==  

而 },,,{ 10101001 zzyyxxPP −−−= 从而 
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111000 |)(|
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CzByAxCzByAx
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=  

又 P0点在平面π上，有 DczByAxDCzByAx −=++⇔=+++ 000000 0 ，故 
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R图 4-7 

P1 
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π

图 4-8 
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    3. 设有两异面直线   ;,: 1111
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则两直线之间的距离
||

)(

21

2121

vv

vvMM
d

×

×⋅
=  

.    证  端点分别在两异面直线上的公垂线的长度称为两异面 

直线之间的距离（图 7-9）.过直线 L1作平面π平行于直线 L2， 

在 L2上取一点 M2，在 L1上取一点 M1，从 M2引平面π的垂线 

M2M（M 为垂足），于是 || 2MMd = 即为 L1与 L2的距离.设平面 

π 的 法 矢 量 为 n ， 则 21MM 在 n 上 的 投 影 的 绝 对 值 即 为 所 求 的 距 离 . 即

,
||

|||)(| 21
2

n
nMMMMd n
⋅

==  

而 21 vvn ×= ，所以 .
||

|)(|
21

2121

vv
vvMMd

×

×⋅
=  

 4. 设 L1与公垂线 O1O2确定的平面为π1，由π1经过点 M1（x1,y1,z1）设π1的法矢量为 1n ，

由 O1O2的方向向量为 21 vv × ，而 ,, 11211 vnvvv ⊥×⊥ 知 ,)( 2211 vvvn ××= 从而可用点法式

写出平面 

π1的方程。 

    设 L2与公垂线 O1O2确定的平面为π2，由π2经过点 M2（x1,y1,z1）设π2的法矢量为 2n ，

同理可得 2)21(2 vvvn ××= ，从而可用点法式写出平面π2的方程，因此 

公垂线 O1O2的方程：  π1方程， 

                     π2方程. 

O1O2与 L1的垂足 O1：  L1方程， 

                      π2方程. 

O1O2与 L2的垂足 O2：  L2方程， 

                      π1方程 

    5. 直线方程的点向式与一般式的相互转化. 

    点向式       
n
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l
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一般式 法转化为点向式有两种方
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⎨
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   （1） 消元法：例如  消去 x，得 y,z 的一次方程，解出
m

z yy 0−= .消去 y，得 x，z 的

一次方程。解得
l
xxz 0−

= ，于是直线的点向式为 .
1

000 −
=

−
=

− z
m

yy
l
xx

 

（2）由直线是两个平面的交线，知三元一次方程组有无数组解。 

例如  令 z=0，解得 x=x0,y=y0,且直线既在π1内又在π2内，知直线既垂直于

},,{ 1111 CBAn = ，又垂直于 },,{ 2222 CBAn = ，所以直线的方向向量为 21 nn × ，从而直线

可用点向式表示 

若从直线的一般式求直线的方向向量 v，则 .21 nnn ×=  

6．判断两直线的位置关系 

设 .:,:
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=
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（i）若 2122221111 ,},,,{||},,{ LLnmlvnmlv 则== 在同一平面内且平行 

（ii）若 21 vv 且 .,,0)( 21

121212

222

111

2121 共线则 LL
zzyyxx

nml
nml

PPvv =
−−−

=⋅×  

（iii）若 212121 ,,0)( LLPPvv 则≠⋅× 为异面直线。 

7．灵活地利用所给条件，用平面的一般式求平面方程 

（i）若平面经过原点，则平面方程为 Ax+By+Cz=0，再给两个条件，即可求出平面方程 

（ii）若平面平行 z轴，则平面方程为 Ax+By+D=0，再给两个条件，即可求出平面方程 

（iii）若平面经过 z轴，则平面方程为 Ax+By=0，再给一个条件，即可求出平面方程

其它情况类似。 
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第三节  曲线与曲面 

内容精要 

（一） 定理与公式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

曲线与曲面 

曲面方程 

一般式： 0)( =⋅⋅ zyxF

 参数式：

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=

=

),(

),(

),(

vuzz

vuyy

vuxx

曲线方程 
参数式： )(),(),( tzztyytxx ===

一般式：
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0),,(

0),,(

zyxG

zyxF
 

特殊的曲面 

柱面： ,0),( =yxF 准线为
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,0

,0),(

z

yxF
母线平行 z轴 

锥面：过空间一定点 Q的动直线，沿曲线 P（不过原点 Q）移动所生成曲面

旋转曲面：
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0

0),(

x

zyF
绕 z轴旋转所得曲面 0),( 22 =+± zxyF

二次曲面 

椭球面： 12

2

2

2

2

2
=++

c

z

b

y

a

x
（图 1）

椭圆抛物面： 2

2

2

2

b

b

a

xz += （图 2）

单叶双曲面： 12

2

2

2

2

2
=−+

c

z

b

y

a

x
（图 3）

双叶双曲面： 12

2

2

2

2

2
−=−+

c

z

b

y

a

x
（图 4）

二次锥面： 02

2

2

2

2

2
=−+

c

z

b

y

a

x
（图 5）

22

图 1 
图 2 

图 3 图 4 
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1．用定义求曲面Σ方程的方法 
    （1）设 M（x,y,z）是曲面Σ上任意一点，根据题意，列出点 M所满足的条件，得到含
有 x,y,z 的等式，化简得 F（x,y,z）=0, 

    （2）说明坐标满足方程 F（x,y,z）=0 的点一定在曲面Σ上，则曲面Σ的方程为 F（x,y,z）
=0.一般来说，都是可逆的，故一般情况下，只需（1）就可以了， 

2．曲线Γ：{ 0),(
0

=
=

zyF
x 绕 0z 轴旋转所成旋转曲面Σ的方程是 .0),( 22 =+± zyxF  

证  设 M（x,y,z）是曲面Σ上任意一点，面 M是曲线Γ上 

某点 M，（x1,y1,z1,）绕 Oz 轴旋转过程中所取到，因此有{ 0),(
0

11

1

=
=

zyF
x  

z=z1， )( 111
2

1
2

1
2

1
22 MoMoyyxyx ==+=+  

,, 1
22

1 zzyxy =+±=⇒   故旋转曲面方程为

0),( 22 =+± zyxF . 

    这个结果可作为一个规律记住，即坐标平面上的曲线绕该坐标平面上某个坐标轴旋转所

生成的曲面方程是：把平面曲线方程中绕相应轴的变量不变，另外一个变量化成正负根号下

方程中另外一个变量与该平面垂直轴对应的变量的平方和即为所求的旋转曲面方程。 

3. 一般参数方程

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Γ
)(
)(
)(

:
thz
tgy
tfx
绕 Oz 轴旋转所成旋转曲面Σ的方程是 

.)]}([{)]}([{ 212122 zhgzhfyx −− +=+  

证  设 ),,( zyxM 是曲面 上任意一点，而M 是由曲线Γ上某点 ),,( 1111 zyxM （对应

的参数为 t1）绕 Oz 轴旋转所得到。因此有 ).(),(),( 111111 thztgytfx ===  

,1zz = ,2
1

2
1

22 yxyx +=+ ),()( 1
11 zhtthz −=⇒=⇒  

)]([)],([ 1
1

1
1 zhgyzhfx −− == ，故所求旋转曲面方程为 

图 4-10

图 4-11 
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.)]}([{)]}([{ 212122 zhgzhfyx −− +=+  

特别地，若Γ绕 Oz 轴旋转时，且Γ参数方程表示为
⎩
⎨
⎧

=
=

).(
),(

zgy
zfx
则

).()( 2222 zgzfyx +=+  

事实上，由前面的证明过程可知 ),(),( 1111 zgyzfx == 1zz = ，
2

1
2

1
22 yxyx +=+  

),(),( 11 zgyzfx ==⇒      故 ).()( 2222 zgzfyx +=+  

这个结果可作为一个规律记住，一个用参数方程表示的曲线Γ绕某个坐标轴旋转所生成
曲面的方程是：若把该曲线表示成该坐标轴对应的变量作为参数的参数方程，则旋转曲面的

方程是由参数方程两个等式两边平方再相加得到等式。 

4. 求曲线
⎩
⎨
⎧

=
=

Γ
.0),,(
,0),,(

:
zyxG
zyxF

在坐标平面 Oxy 上的投影曲线方法 

由方程组
⎩
⎨
⎧

=
=

.0),,(
,0),,(

zyxG
zyxF

消去 z得到不含 z的一个方程 .0),( =yxH  

而 ),( yxH =0 是一个母线平行于 z轴的柱面，且曲线Γ也在该柱面上.Γ在 Oxy 平面上的投

影曲线Γ′与柱面 0),( =yxH 与z=0的交线是同一条曲线，故曲线Γ在Oxy平面上的投影Γ′

的方程为
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0),(

z
yxH

，在其它坐标平面上投影曲线的求法完全类似 

 

图 4-12 
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第九章  三重积分及第一类曲线与曲面积分 

考研大纲要求 
了解 重积分的性质，第一类曲线、曲面积分的性质. 

会 计算三重积分（直角坐标、柱面坐标、球面坐标），用重积分、曲线积分及曲面积分求一

些几何量与物理量（平面图形的面积、体积、曲面面积、弧长、质量、质心、形心、转动惯

量等）. 

理解三重积分的概念. 

掌握计算第一类类曲线积分、曲面积分的方法. 

一、内容精要 

（一）重要定理与公式 

1.立体区域的画法。 

首先要画出三重积分立体区域的草图，一般的方法为： 

（1）若立体的底部在 Oxy 平面上，先画出立体底部区域的边界曲线，相应画出了底部

区域，再画出立体的侧面，最后画出顶部曲面与侧面的交线的顶部曲面，从而也画出了侧面

的边界曲线。这样就画出了整个立体的草图。 

（2）若立体的底部是一个曲面，先应画侧面，再画底部曲面与侧面的交线与底部曲面，

最后画顶部曲面与侧面的交线与顶部曲面，从而就形成了立体区域。 

（3）若立体只有底部曲面与底部曲面，无侧面，只要画出顶部曲面与底部曲面的交线

与顶部曲面和底部曲面，则得到立体区域。 

 

2.三重积分在直角坐标系下的计算 

（1）投影法 

若平行于 Oz 轴的直线与立体 V的边界曲面至多有两个交点（母线平行于 Oz 轴的侧面除

外），设 V在 Oxy 平面上的投影区域为σ xy，在σ xy 内的点作平行于 Oz 轴的直线，此直线

沿 Oz 轴正向穿过区域 V，穿入边界曲面为 ( )yxzz ,1= ，穿出的边界曲面为 ( )yxzz ,2= ，

有 ( ) ( )yxzzyxz ,, 21 ≤≤ 换句话说立体区域 V 是曲面 ( )yxzz ,1= （称为下曲面），

( )yxzz ,2= （称为上曲面）与以σ xy 边界为准线，母线平行于 Oz 轴的柱面为侧面。如图

6-25（1）（特殊情况该柱面可退缩为 ( )yxzz ,1= 与 ( )yxzz ,2= 的交线如图 6-25（2））所

围成的立体，即 

 

 

 

 

 

 

 

图 6-25 （1）         图 6-25（2） 

11



立体 V在以σ xy 边界为准线，母线平行于 Oz 轴的柱面之中（知立体中任意一点 ( )zyx ,,ρ 在

Oxy 平面的投影点 ( ) xyyx σ∈, ）。且立体 V在 ( )yxzz ,1= 的上方，在 ( )yxzz ,2= 的下方（即

立体中任意一点 ( )zyx ,,ρ 的竖坐标 z，有 ( ) ( )yxzzyxz ,, 21 ≤≤ ，故立体区域 V可表示为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }.,,,,:,, 21 xyyxyxzzyxzzyxV σ∈≤≤=  

因此  ( ) ( )
( )

( )
.,,,,

,

,

2

1
∫∫∫∫∫∫ =

yxz

yxz
xyV

dzzyxfdxdydvzyxf
σ

 

若 xyσ 是 x一型区域： ( ) ( ) bxaxyx ≤≤≤≤ ,21 ϕϕ ，则有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
.,,,,

,

,

2

1

2

1
∫∫∫∫∫∫ =

yxz

yxz

x

x

b

a
V

dzzyxfdydxdvzyxf
ϕ

ϕ
 

若σ xy 是 y 一型区域： ( ) ( ) dxcyxy ≤≤≤≤ ,21 ϕϕ ，则有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
.,,,,

,

,

2

1

2

1
∫∫∫∫∫∫ =

yxz

yxz

y

y

d

c
V

dzzyxfdxdydvzyxf
ϕ

ϕ
 

若σ xy 是圆域或圆域的一部分时，也可化为σ xy 上的二重积分以后，再用极坐标变换
化为累次积分。 

对于立体区域V在Oyz平面上的投影或Ozx平面上的投影与在Oxy平面上的投影要求类

似，读者可自己进行总结，并化为累次积分。 

这种方法适合投影区域较简单，上、下曲面可表示为垂直坐标平面坐标轴对应的变量为

坐标平面上对应的两个变量的函数，且化成累次积分后容易计算出积分的值。 

（2）平面截割法 

设立体 V介于两平面 dzcz == , 之间（ dc < ，知对立体 V中任意一点 ( )zyxP ,, ，有

dzc ≤≤ ）。过 ( ) [ ]dczz ,,,0,0 ∈ ，作垂直于 Oz 轴的平面与立体相截，截面区域为 zD ，如

图 6-26 所示，（知对立体 V中的任意一点 ( )zyxP ,, ，有 ( ) zDyx ∈, ），从而立体区域 V可表

示为： 

( ) ( ){ },,,:,, dzcDyxzyxV z ≤≤∈=  

于是    ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ =
zD

d

c
V

dxdyzyxfdzdvzyxf ,,,,  

若 ( )zyxf ,, 仅是 z的表达式或是常数，而 zD 的面积有公式可计算，可使这种方法。因为

这时， ( ) ( )zgzyxf =,, ，设 zD 的面积为
zDS ，于是 
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( ) ( ) ( ) ( ) .dzSzgdxdydzzgdxdyzgdzdvzg
z

zz

D

d

c
D

d

c
D

d

c
V

⋅=== ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫  

从而直接化成了关于 z的一元函数定积分。 

同理，根据具体情况，也可作垂直于 Oy 轴或 Ox 轴的平面去截割立体。 

 

 

 

 

 

 

 

图 6-26         图 6-27 

 

3.三重积分在柱面坐标系下的计算 

（1）柱面坐标变换 

.,0,20.,sin,cos +∞<<−∞+∞<≤≤≤=== zrzzryrx πθθθ 由直角坐标与柱

面坐标可知， ( )θ,r 是点 ( )zyxM ,, 在 Oxy 平面上投影点 ( )yxM ,′ 的极坐标，z 是原直角坐

标系中的竖坐标，如图 6-27.此时 ( ) ( ) .,sin,cos,, dzrdrdzrrfdvzyxf
VV

θθθ∫∫∫∫∫∫ =  

（2）柱面坐标系下的计算 

设平行于 Oz 轴的直线与区域 V的边界至多只有两个交点，设 V在 Oxy 平面上的投影区

域为 xyσ 。区域 xyσ 用 θ,r 不等式表示与平面中的极坐标变换把平面区域用 θ,r 不等式表示

完全相同，把上面投影法中的上曲面与下曲面表示成 ( ) ( ).,,, 12 θθ rzzrzz == 于是立体区域

V可表示为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }.,,,,:,,: 21 θσθθθθ rrrzzrzzrV ∈≤≤  

从而  ( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫∫∫ =

θ

θ
θ

θθθ
,

,
6

2

1

,sin,cos,,
rz

rz
rV

dzzrrfrdrddvzyxf  

若 θσr 表示成θ 一型区域： ( ) ( ) βθαθθ ≤≤≤≤ ,21 rrr ，则 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
.,sin,cos,,

,

,

2

1

2

1
∫∫∫∫∫∫ =

θ

θ

θ

θ

β

α
θθθ

rz

rz

r

r
V

dzzrrfrdrddvzyxf  

若立体在 Oxy 平面上的投影区域是圆域或圆域的一部分（或被积函数中含有 22 yx + ），

可用柱面坐标系下的计算。在柱面坐标系下，一般总是先积 z，后积 r，最后积θ 。 
4.三重积分在球面坐标系下的计算 

（1）球面坐标变换 
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.0,0.20.cos,sinsin,cossin +∞≤≤≤≤≤≤=== ρπϕπθϕρθϕρθϕρ zyx 由

直角坐标和球面坐标可知。θ 就是点 ( )zyxM ,, 在 Oxy 平面上投影点 ( )yxM ,′ 的极坐标

( )θ,r 中 的 θ ， 如 图 6-28. 此 时

( ) ( ) .sincos,sinsin,cossin,, 2 ρϕθϕρϕρθϕρθϕρ dddfdvzyxf
VV
∫∫∫∫∫∫ =  

 

 

 

 

 

 

 

图 6-28          图 6-29 

（2）球面坐标系下的计算 

找出立体 V在 Oxy 平面上投影区域 xyσ 的极角θ 的范围 βθα ≤≤ 。即立体 V在两半平

面 ZOA 与 ZOB 之间，即立体 V 中的任意一点 ( )ρϕθ ,,M 满足 βθα ≤≤ 。在 βα , 之间过极

点作射线 θθ = ，该射线与 Oz 轴组成的半平面与立体起截得一截面区域。若对[2，B]之任

一 Q 值。对应的射线与 OZ 轴组成的半平面与立体 V截面的圆形相同。我们一般选取特殊的

Q值如 Q=
2
π
，此时得到的截面，我们观察更清楚。找出该区域ϕ的范围 ( ) ( )[ ]θϕθϕ 21 , ，即

( ) ( )θϕϕθϕ 21 ≤≤ （一般情况下 ( ) 01 =θϕ ，且 ( )θϕ 2 ）为常数）。过极点 O 在该截面上作

射线与截面的边界交于两点。极径小的交点落在下曲面 ( )ϕθρρ ,1= ，极径大的交点落在上

曲 面 ( )ϕθρρ ,2= ， 即 截 面 上 任 意 一 点 ( )ρϕ , 满 足 ( ) ( )ϕθρρϕθρ ,, 21 ≤≤ ，

( ) ( )θϕϕθϕ 21 ≤≤ ,如图 6-28.从而在球面坐标立体区域 V可表示为   

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }.,,,,:,, 2121 βθαθϕϕθϕϕθρρϕθρρϕθ ≤≤≤≤≤≤=v   于是   

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
∫∫∫∫∫∫ =

ϕθρ

ϕθρ

θϕ

θϕ

β

α
ρϕρϕρθϕρθϕρϕϕθ

,

,

22

1

2

1

sincos,sinsin,cossinsin,, dfdddvzyxf
V

即在球面坐标系下，总是先积 ρ ，再积 ϕ ，最后积 θ ，而且在大多数情况下，

( ) ( ) ( )θϕθϕϕθρ 211 ,0,0, == 为常数。 

若立体 V 是由以原点为心的球面围成的立体或是由以原点为球心的球面与以原点为顶

点的维面围成的主体，（或被积函数中含有
222 zyx ++ ）。此时用球面坐标系下的计算。 
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5.第一类曲线积分的计算 

设第一类曲线积分为 ( )∫Γ dszyxf ,, . 

若曲线Γ表示为参数方程 ( ) ( ) ( )tzztyytxx === ,, 具有连续的导数，且 .βα ≤≤ t 与

求平面曲线的弧长微分类似，可得 ( ) .)()( 222 dttzttxds y ′++′= ′ 于是 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .)(,,,,, 222∫∫ ′+′+′=
Γ

β

α
dttztytxtztytxfdszyxf  

关建是把曲线Γ表示成参数方程，并且找出参数的区间 [ ]βα , 即可化成 t的一元函数定

积分。 

设平面第一类曲线积分为 ( )∫Γ dsyxf ,  

（1）若
( )
( ) .

,
,

: βα ≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

Γ t
tyy
txx

则 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .,,, 22∫∫ ′+′=
Γ

β

α
dttytxtytxfdsyxf  

（2）若 ( ) ,,: bxaxy ≤≤=Γ ϕ 则 ( ) ( )( ) ( )∫∫ ′+=
Γ

b

a
dxxxxfdsyxf .1,, 2ϕϕ  

（3）若 ( ) ,,: dycyx ≤≤=Γ ψ 则 ( ) ( )( ) ( )∫∫ ′+=
Γ

d

c
dyyyyfdsyxf .1,, 2ψψ  

（4）若 ( ) ,,: βθαθ ≤≤=Γ rr 即 ( ) ( ) .,sin,cos βθαθθθθ ≤≤== ryrx 则 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ ′+=
Γ

β

α
θθθθθθθ .sin,cos, 22 drrrrfdsyxf  

6.第一类曲面积分的计算 

若曲面 S为光滑曲面： ( ) ( ) xyyxyxzz σ∈= ,,, （ xyσ 是曲面 S在 Oxy 平面上的投影）。 

计算 ( )∫∫
S

dSzyxf .,, ， 

在曲面 S 上取微元 dS，设点 ( )( ) dSyxzyxP ∈,,, ，则在该点处曲面 S 的法线矢量为

{ } nzzn yx ,1,, −′′±= 与 z轴正向的夹角 r的余弦为 .
1

1cos
22

yx zz
r

′+′+
±=  

由图 6-30 知 dSrd ⋅= cosσ 或 ,1
cos

1 22 σσ dzzd
r

dS yx ′+′+==         （1） 

所以    ( )( ) ,1,,, 22 σdzzyxzyxfdQ yx ′+′+=  

于是    ( ) ( )( ) .1,,,,, 22∫∫∫∫ ′+′+==
xy

dzzyxzyxfQdSzyxf yx
S σ

σ          （2） 
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特别地，若 ( ) 1,, ≡zyxf ，则 .1 22 SdzzdS
xy

yx
S

=′+′+= ∫∫∫∫
σ

σ  

 

 

 

 

 

 

 

图 6-30        图 6-31 

注：现证明（1）式。 

证  由于 dS 很小，所以可把 dS 看成一个平面，它的面积仍记为 dS（图 6-31）。n 是平

面 dS 的法矢量，平面 xyσ 的法矢量是 z轴，因此，平面 dS 与平面 xyσ 的夹角（锐角）θ 的

余弦为： r
zz yx

cos
1

1cos
22

=
=′+′

=θ   （θ 为常数）。 

如图 6-31 建立坐标系， σd 中 x的变化范围是 [ ].,bax∈ 过 x作垂直于 x轴的直线交 σd 于

A1与 B1，设 ( ),11 xhBA =  有 ( ) .∫=
b

a
dxxhdσ  

设 A1与 B1分别是区域 dS 中两点 A，B在 σd 上的投影点，则 

11cos BAAB =θ ，或  ( ).
cos

1
cos

1
11 xhBAAB

θθ
==  

于是    ( ) ( ) ,
cos

1
cos

1
cos

1 σ
θθθ

ddxxhdxxhdxABdS
b

a

b

a

b

a
==== ∫∫∫  

得 .cos σθ ddS = 即 σddSr =cos   或  .1
cos

1 22 σσ dzzd
r

dS yx ′+′+==  

同理，若曲面 ( ) ( ) xyzxzxyyS σ∈= ,,,: ，则 

( ) ( )( )∫∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+=
zx

d
z
y

x
yzzxyxfdSzyxf

S σ

σ .1,,,,,
22

      （3） 

特别地，若 ( ) 1,, ≡zyxf ，则 .1
22

Sd
z
y

x
ydS

zxS

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+= ∫∫∫∫ σ
σ

 

若曲面 ( ) ( ) ,,,,: yzzyzyxxS σ∈= 则 

( ) ( )( )∫∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+=
yz

d
z
x

y
xzyzyxfdSzyxf

S σ

σ .1,,,,,
22

      （4） 
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特别地，若 ( ) 1,, ≡zyxf ，则 .1
22

σ
σ

d
z
x

y
xdS

yzS
∫∫∫∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+=  

而一般曲面可分成若干块，使得每一块可利用公式（2）（3）（4）。 
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第二类曲线与曲面积分 

 

大纲要求 
了解第二类曲线积分的性质，散度与旋度的概念. 

会用斯托克斯公式计算曲线积分，计算散度与旋度，第二曲线积分及曲面积分求物理量 引

力、功及流量等. 

理解 第二类曲线、曲面积分的概念. 

掌握  计算第二类曲线积分、曲面积分的方法，用高斯公式计算第二类曲面积分的方法，格

林公式并会运用平面曲线积分与路径元关的条件， 

内容精要 

基本概念 

1.第二类曲线积分 

定义 6.5  若矢量函数 ( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxRzyxQzyxPzyxA ,,,,,,,,,, = 与曲线 ABΓ 上点

(x,y,z)处切线的单位矢量 { }γβα cos,cos,cos
0
=T (且

0
T 的方向 ABΓ 指定的方向一致)的

点乘积在 ABΓ 上的第一类曲线积分 ( ) .0 dsTA
AB

⋅∫ Γ 存在  该积分值称为 ( )zyxA ,, 沿曲线Γ

从 A到 B 的第二类曲线积分。 

( )dsTA 0⋅∫ Γ 的物理意义是：当流体流速为 A沿闭合曲线Γ指定的方向通过的环流量。 

注：由定义知第二类曲线积分是特殊的第一类曲线积分。若把 A . 0T 看成数量函数，

这个积分也具有第一类曲线积分的性质。 

由定义容易得到下面两个性质 

性质 1  ( ) ( )dsTAdsTA
BAAB

00 ⋅−=⋅ ∫∫ ΓΓ  

注：等式左右两边的
0T 正好相差一个符号。 

性 质 2  若 有 向 曲 线 ABΓ 是由有向曲线 ACΓ ， CBΓ 首尾相接而成，则

( ) ( ) ( ) .000 dsTAdsTAdsTA
CBACAB

⋅+⋅=⋅ ∫∫∫ ΓΓΓ  

记  { } { }.,,cos,cos,cos0 dzdydxdsdsTsd === γβα  

注： dxxds =∆=αcos 是 ds 在 x 轴上的有向投影，当α 为锐角， 0>dx ，当α 为钝

角， 0<dx ， 0,
2

== dxπα ，而 dzdy, 是 ds 分别在 y 轴，z 轴上的有向投影，从而第二

类曲线积分五种形式之一出现： 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,,,,,,

,,,,,,

coscoscos0

∫∫∫
∫∫

∫∫

ΓΓΓ

ΓΓ

ΓΓ

++=

++=⋅=

++=⋅

ABABAB

ABAB

ABAB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP

dzzyxRdyzyxQdxzyxPsdA

dsRQPdsTA γβα

 

而常常以形式 ( ) ( ) ( )∫Γ ++
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,, 出现的较多，如果是直接计

算，不论是给哪一种形式出现，都需化成 ( ) ( ) ( )∫Γ ++
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,, 的形

式（最后一种形式和上面形式实际上是相同的） 

若曲线

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Γ
tzz
tyy
txx

AB : ，为光滑曲线且起点A对应的参数为 At ，终点B对应的参数为 Bt ，

则 

( ) ( ) ( )∫Γ ++
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] .,,,,,, dttztztytxRtytztytxQtxtztytxPB

A

t

t∫ ′+′+′=  

必须注意，公式中的 At ， Bt 一定要与曲线的起点 A 终点 B 相对应。即化成 t 函数的定

积分时，积分的下限必须是起点 A对应的参数，积分的上限必须是终点 B对应的参数，至于

上下限谁大谁小不受限制，这一点与第一类曲线积分化为一元函数定积分时，下限一定小于

上限的限制是不同的。 

而平面上的第二类曲线积分，是空间第二类曲线积分的特殊情况.  

定义 6.6  没有洞的平面区域，称为平面单连通区域，有洞的平面区域称为复连通区域。 

 

定义 6.7 若空间区域 V中任意的封闭曲线 L，都可以找以 L为边界的曲面 VS ⊂ ，则

V为线单连通区域。 

 

2.第二类曲面积分 

定义 6.8  若矢量函数 ( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxRzyxQzyxPzyxA ,,,,,,,,,, = 与曲面 S 在曲面上

点 ( )zyx ,, 处单位法向量 { }γβα cos,cos,cos0 =n （
0n 的方向与曲面 S指定的方向相同）

的点乘积在 S上的第一类曲面积分 ( )dSnA
S
∫∫ ⋅ 0

存在，该积分值称为 ( )zyxA ,, 沿定侧曲面 S

上的第二类曲面积分。 

( )∫∫ ⋅
S

dSnA 0
的物理意义是当流速为 A的不可压缩流体，通过封闭曲面 S沿指定侧的 S

流量。 

由定义知第二类曲面积分是特殊的第一类曲面积分，若把
0nA ⋅ 看成一个数量函数，这
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时为第一类曲面积分，也具有第一类曲面积分的性质。 

由定义知第二类曲面积分具有下面两条性质 

性质 1  ( ) ( )∫∫∫∫
−+

⋅−=⋅
SS

dSnAdSnA 00
。 

性质 2  ( ) ( ) ( ) .
21

000 ∫∫∫∫∫∫ ⋅+⋅=⋅
SSS

dSnAdSnAdSnA  

其中 S1，S2的侧与曲面 S的侧相同且 S=S1+S2，S1，S2只有公共边界。 

3.场论 

定义 6.9 设 ( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxRzyxQzyxPzyxA ,,,,,,,,,, = ，且 P,Q,R 偏导数存在，称函

数
z
R

y
Q

x
P

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

为向量函数 A 在点 M（x, y, z）的散度，记作 ( ).,, zyxAdiv 即

( ) .,,
z
R

y
Q

x
PzyxAdiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

散度具有线性运算法则，即 ( ) .BdivAdivBAdiv βαβα +=+ 其中 βα , 为常数， BA, 为

向量函数，利用散度的概念，高斯公式可写成下列简洁形式 .∫∫∫∫∫ =⋅
VS

dvAdivsdA  

定义 6.10   若 ( ) ,,, vzyxM ∈∀ 有 0=Adiv ，称 A为无源场，并有下面两个推论。 

定义 6.11  设 ( ) ( ) ( ){ }zyxRzyxQzyxPA ,,,,,,,,= ，且 P,Q,R 具有一阶偏导，称矢量

函数
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R ,, 为矢量函数 A在点 M（x, y, z）处的旋度，记作 Arot ，

即 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
RArot ,, 或者形式可写成

RQP
zyx

kji

Arot
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

以便记忆.旋度也具有线性运算法则，即 ( ) .BrotArotBArot βαβα +=+ 此时斯托克斯公式

可写成  

.∫∫∫ ⋅=⋅
S

L
SdArotsdA  

（二）重要定理与公式 

定理 6.2 （格林（Green）公式 ） 若函数 ( ) ( )yxQyxP ,,, 在有界闭区域 D上具有连续

的一阶偏导数，则 ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+
Γ

D

dxdy
y
P

x
QQdyPdx ，这里Γ为区域 D的边界曲线，并取
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正向。 

格林公式也可借助行列式来记忆 ∫∫∫ ∂
∂

∂
∂

=+
Γ

D

dxdy
QP
yxQdyPdx  . 

注意：这里
x∂
∂
与 Q乘积指的是 .

x
QQ

x ∂
∂

=
∂
∂

 

定理 6.3  设在单连通区域 D内，P，Q 具有连续的一阶偏导数且 ,
x
Q

y
P

∂
∂

≡
∂
∂

则环绕同一

些洞（如图 10-1）的任何两条闭曲线（取同方向）上的曲线积分相等。 

平面曲线积分与路径无关性定理 

设
2RD ⊂ 是平面单连通区域，若函数 ( ) ( )yxQyxP ,,, 在区域 D 

内具有连续的一阶偏导数，则以下四个条件等价： 

（1）沿 D中任一按段光滑的闭曲线 L，有 0=+∫ L
QdyPdx ； 

（2）对 D中任一按段光滑曲线Γ，曲线积分 ∫ Γ +QdyPdx 与路径 

无关，只与Γ的起点和终点有关； 

（3） QdyPdx + 是 D 内某一些函数 ( )yxu , 的全微分，即在 D 内存在一个二元函数

( )yxu , ，使 QdyPdxdu += ，即 Q
y
uP

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂ , ； 

（4）在 D内每一点处，有 .
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

 

定理 6.4（斯托克斯（Stokes）公式 ） 设光滑曲面 S的边界曲线 L是按段光滑的连续

曲线，若 ( ) ( ) ( )zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,, 在 S（连同 L）上具有连续的一阶偏导数，则 

.∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=++
S

L
dxdy

y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx  

其中 S 的侧面与 L的方向按右手法则确定由定理的证明过程可知，只要以 L为边界且符

合定理条件的曲面 S，结论都成立，从而我们在利用 Stokes 公式时，寻找以 L 为边界的较

简单曲面 S，比如平面上的圆面，椭圆面，三角形平面或球面等等，以利于解决问题。 

定理 6.5（空间曲线积分与路径无关性） 

设
3R⊂Ω 为空间线单连通区域，若函数 P、Q、R 在Ω上具有连续的一阶偏导数，则以

下四个条件是等价的： 

（1）对于Ω内任一按段光滑的封闭曲线 L，有 0=++∫ L
RdzQdyPdx ； 
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（2）对于Ω内任一按段光滑的曲线Γ，曲线积分 ∫ Γ ++ RdzQdyPdx 与路径无关，

仅与起点、终点有关； 

（3） RdzQdyPdx ++ 是Ω内某一函数的全微分，即存在Ω内的三元函数 ( )zyxu ,, ，

使 RdzQdyPdxdu ++= ，即 R
z
uQ

y
uP

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ ,, ； 

（4）
z
P

x
R

y
R

z
Q

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,, 在Ω内处处成立。 

即 ( ) Ω∈≡ zyxArot ,,,0 ，其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxRzyxQzyxPzyxA ,,,,,,,,,, = . 

设 { } { }dxdydzdxdydzdSdSnSd ,,cos,cos,cos0 === γβα ，其中 rdSdxdy cos= ，

称为 dS 在 Oxy 平面上的有向投影，当 r为锐角时， 0>dxdy ，当 r为钝角时， 0<dxdy ，

当
2
π

=r 时， 0=dxdy 。 

我 们 可 以 证 明 rrr cos
2

sgncos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=
π

。 事 实 上 ， 当 r 为 锐 角 时 ，

,1
2

sgn,0cos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −> rr π

知 rrr cos
2

sgncos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=
π

， 当 r 为 钝 角 时 ，

,1
2

sgn,0cos −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −< rr π

知 rrr cos
2

sgncos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=
π

， 当 r 为
2
π
时 ，

,0
2

sgn,0cos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= rr π

知 rrr cos
2

sgncos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=
π

。 

从 而 .
2

sgncos
2

sgncos σππ drdSrrrdSdxdy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −== 同 理 可 知

ααπα cos
2

sgncos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ， ββπβ cos

2
sgncos ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ，且 σαπ ddydz ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
sgn ，

.
2

sgn σβπ ddzdx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 其中

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>

=
.0,1

,0,0
,0,1

sgn
x

x
x

x  

第二类曲面积分常常以下面五种形式之一出现： 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

++=

++=⋅=

++=⋅

S SS

SS

SS

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxPSdA

dSrRQPdSnA

.,,,,,,

,,,,,,

coscoscos0 βα

 

如果是直接计算，无论是以哪一种形式给出，一定要化下面形式 

( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫ ++
S SS

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ,,,,,,  

来计算，而且每一项要分别计算再相加，我们以计算 ( )∫∫
S

dxdyzyxR ,, 为例。 

要求光滑曲面 S一定要表示成 ( ) ( ) xyyxyxzz σ∈= ,:, （其中 σ xy 是曲面 S在 Oxy 平面

上的投影区域），且要求曲面 S 上每一点（x, y, z）处的法向量与 Oz 轴的夹角或者全是锐

角或者全是钝角（曲面上个别曲线的法向量可以为
2
π
）或者全是

2
π
。如果做不到上述要求，

需把 S分成几块，使得每一块能做到上述要求，然后根据第二类曲面积分性质，把 S上的第

二类曲面积分化为小块曲面上的第二类曲面积分，计算之再相加之即可。 

现假设 S符合上述要求，即 ( ) ( ) xyyxyxzzS σ∈= ,,,: ，且 r全是锐角或全是钝角或全

是
2
π
，此时 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − r

2
sgn π

为一常数，则 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) .,,,
2

sgn
2

sgn,,,

cos
2

sgn,,cos,,,,

6
∫∫ ∫∫

∫∫∫∫∫∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

xy xy

SSS

dyxzyxRrdryxzyxR

dSrrzyxRrdSzyxRdxdyzyxR

σ

σπσπ

π

 

即 r 全为锐角时  ( ) ( )( ) .,,,,, ∫∫∫∫ =
xyS

dyxzyxRdxdyzyxR
σ

σ  

即 r 全为钝角时  ( ) ( )( ) .,,,,, ∫∫∫∫ −=
xyS

dyxzyxRdxdyzyxR
σ

σ  

即 r 全为
2
π
时  ( ) .0,, =∫∫

S

dxdyzyxR  

注：
2
π

=r 时， .0
2

cos == dSdxdy π
换句话说如果 S在 Oxy 平面上的投影面积为零时，

有
2
π

=r ，此时 ( ) .0,, =∫∫
S

dxdyzyxR  

同理可知  计算 ( )∫∫
S

dydzzyxR ,, 时，要求 ( ) ( ) yzzyzyxxS σ∈= ,,,: （S 在 Oyz 平面

上 的 投 影 区 域 ） α 全 是 锐 角 或 全 是 钝 角 或 全 是
2
π
， 此 时 ，
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( ) ( )( ) .,,,
2

sgn,, ∫∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

yzS

dzyzyxPdxdzzyxP
σ

σαπ
 

计算 ( )∫∫
S

dzdxzyxQ ,, 时，要求 ( ) ( ) zxxzxzyyS σ∈= ,,,: （S在 Ozx 平面上的投影区域）β

全 是 锐 角 或 全 是 钝 角 或 全 是
2
π

， 此 时 ，

( ) ( )( ) .,,,
2

sgn,, ∫∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

zxS

dzxzyxQdzdxzyxQ
σ

σβπ
 

计算  ( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy+ +
∑
∫∫   

（1）若 : ( , )z z x y∑ =    ( , )x y xyσ← 且γ 为锐角 

      设 ( , , ) ( , ) 0F x y z z z x y= − = ， , ,1z zn
x y

⎧ ⎫∂ ∂
= ± − −⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

 

0

2 2 2 2 2 2

1, ,
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

zz
yxn

z z z z z z
x y x y x y

⎧ ⎫∂∂⎪ ⎪
∂⎪ ⎪∂= ± − − −⎨ ⎬

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪+ + + + + +
⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 

由γ 为锐角，知cos 0γ > ，故前面取“+”号，有
2 2

1cos
1 ( ) ( )z z

x y

γ =
∂ ∂

+ +
∂ ∂

， 

cos cosz
x

α γ∂
= −

∂
，cos cosz

x
β γ∂
= −

∂
 

原式= [ ]( , , ) cos ( , , ) cos ( , , ) cosP x y z Q x y z R x y z dsα β γ+ +
∑
∫∫  

( , , )( ) cos ( , , )( ) cos ( , , ) cosz zP x y z Q x y z R x y z ds
x y

γ γ γ
⎡ ⎤∂ ∂

= − + − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∑
∫∫  

( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )z zP x y z Q x y z R x y z dxdy
x y

⎡ ⎤∂ ∂
= − + − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∑
∫∫  

( , , ( , ))( ) ( , , ( , ))( ) ( , , ( , ))
xy

z zP x y z x y Q x y z x y R x y z x y d
x yσ

σ
⎡ ⎤∂ ∂

= − + − +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∫∫  

若γ 为钝角，同理可知二重积分前面取“—”号. 

（2）若 : ( , )x x y z∑ =    ( , )y z yzσ← 且α 为锐角，则 
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( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy+ +
∑
∫∫  

( , , ( , )) ( , , ( , ))( ) ( , , ( , )( )
yz

x xP x y x y z Q x y x y z R x y x y z d
y zσ

σ
⎡ ⎤∂ ∂

= + − + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∫∫  

若α 为钝角，同理可知二重积分前面取“—”号. 

（3）若 : ( , )y y x z∑ =    ( , )x z xzσ← 且β 为锐角，则 

( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy+ +
∑
∫∫  

( , , ( , ))( ) ( , , ( , )) ( , , ( , )( )
xz

y yP x y y x z Q x y y x z R x y y x z d
x zσ

σ∂ ∂⎡ ⎤= − + + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫∫  

若β 为钝角，同理可知二重积分前面取“—”号. 

定理 6.6（高斯（Gauss）公式）  设空间区域 V 由分片光滑的闭曲面 S 围成，若函数

P,Q,R 在 V 上 具 有 连 续 的 一 阶 偏 导 数 ， 则

dv
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz

VS
∫∫∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++ ，其中 S取外侧。 

注：以上关于不论是第二类曲线积分或第二类曲面积分的定理都要求 P,Q,R 具有连续的

一阶偏导数，这一条件要引起大家的重视。 

推论 6.6.1  若在封闭曲面 S所包围的区域 V中处处有 0=Adiv ，则 .0=⋅∫∫
S

SdA  

推论 6.6.2  如果仅在区域 V 中某些点（或子区域上） 0≠Adiv 或 Adiv 不存在，其它

点都有 0=Adiv ，则通过包围这些点或子区域（称为洞）的 V 内任一封闭曲面积分（物理

意义为流量）都是相等的，即 ∫∫∫∫ ⋅=⋅
21

00

SS

dsnAdsnA 。其中 S1，S2是包围之同的任何两个

封闭曲面，且法方向沿同侧。 

类型 1.1 平面第二类曲线积分计算 

解题策略 1． ( ) ( )∫ +
L

dyyxQdxyxP ,, 其中 L是平面上简单封闭曲线。 

（1）若能找到一个单连通区域 D，使 DL ⊂ ，而 P，Q 在 D 上具有连续的一阶偏导数，

且 ( ) Dyx
y
P

x
Q

∈
∂
∂

=
∂
∂ ,, ，由平面曲线积分与路径无关性知 ( ) ( ) .0,, =+∫ L

dyyxQdxyxP  

（2）若 L包围的区域为 QP,,σ 在σ 上具有连续的一阶偏导，但
y
P

x
Q

∂
∂

≠
∂
∂

此时可用格
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林公式，有 ( ) ( ) .,, ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

±=+
σ

σd
y
P

x
QdyyxQdxyxP

L
当 L沿正向，取“+”号，沿负

向取“一”号。 

（3）若 L包围的区域σ 有洞，在这些洞上， QP, 或者偏导数不连续或者
y
P

x
Q

∂
∂

≠
∂
∂

，

但在其余点， QP, 具有连续的偏导数且
y
P

x
Q

∂
∂

≡
∂
∂

，此时可找一简单封闭曲线 L1与 L 环绕

同 一 些 洞 且 方 向 一 致 则 由 前 面 给 出 的 复 连 通 区 域 上 的 定 理 知

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +=+
1

,,,,
LL

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP .而 L1容易化成参数方程且转化成一元

函数定积分后，容易计算。 

（4）若 L 容易化成参数方程且转化成一元函数定积分后，容易计算，也可直接化成一

元函数积分。 

2． ( ) ( ) .,,∫ Γ +
AB

dyyxQdxyxP 其中 ABΓ 是非封闭的平面曲线，起点 ( )00 , yxA ，终点

( )11 , yxB 。 

（1）若能找到一个单连通区域 D，使 DAB ⊂Γ ， QP, 在 D上具有连续的一阶偏导数，

且
y
P

x
Q

∂
∂

≡
∂
∂

， 该 曲 线 积 分 与 路 径 无 关 ， 则

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,, 1

0

1

0
10 ∫∫∫ +=+

Γ

y

y

x

x
dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP

AB

 

（2）若 QP, 偏导数连续，但 ( ) AByx
y
P

x
Q

Γ∈
∂
∂

≠
∂
∂ ,, ，且 ABΓ 化成参数比较方程困难或

者化成参数方程转化一元函数定积分很难计算，且加一个简单曲线（比如直线段）构成封闭

曲线，则可加一个简单曲线 L，减一个简单曲线 L，即原式 

∫∫ ∫∫∫ +−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

±=+−+
+Γ

σ
LLL

QdyPdxdxdy
y
P

x
QQdyPdxQdyPdx

AB

 

而二重积分与在 L上的第二曲线积分都容易计算。（二重积分前的“±”号，由曲线 LAB +Γ

方向确定） 

（3）若 ABΓ 容易化成参数方程，且第二类曲线积分转化为一元函数定积分以后容易计

算，也可直接转化。 

3．第二类曲线积分有时也可转化为第一类曲线积分，利用第一类曲线积分来计算。 

4．第二类曲线积分的牛顿一莱布尼兹公式 

若 ( ) ( ) ( )dyyxQdxyxPyxdu ,,, += ，则 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ).,,,,, 0011

,

,

11

00

yxuyxuyxdudyyxQdxyxP
yxB

yxAAB

−==+ ∫∫Γ  

以上方法请大家灵活使用。 

类型 1.2 求原函数 

解题策略 1．在一元函数里，若 ( )xf 连续，则 ( )xf 必有原函数，在二元函数里，即使

( ) ( )yxQyxP ,,, 连续， ( ) ( )dyyxQdxyxP ,, + 也不一定存在 ( )yxu , ，使 .QdyPdxdu += 若

QP, 在单连通区域 D 上具有连续的一阶偏导，且 ( ) Dyx
y
P

x
Q

∈
∂
∂

≡
∂
∂ ,, ，则

( ) ( ) ( ) CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x
++= ∫∫

00

,,, 0 ，使 .QdyPdxdu += 即 Q
y
uP

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂ , ，其

中 ( ) Dyx ∈00 , （定点） 

2．同理  若 P，Q，R 在空间某线单连通区域 V 上具有连续的一阶偏导数，且

( ) VzyxArot ∈≡ ,,,0 , 则

( ) ( ) ( ) ( ) cdzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxu
z

z

y

y

x

x
+++= ∫∫∫

000

,,,,,,,, 000 ， 使

RdzQdyPdxdu ++= ，即 .,, R
z
uQ

y
uP

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

其中 ( ) .,, 000 Vzyx ∈  

类型 1.3 求平面区域的面积 

解题策略 利用平面封闭曲线上的第二类曲线积分计算平面图形的面积：在格林公式中，

令 ,, xQyP =−= 有 ( )[ ]∫∫∫ =−−=+−
Γ

D

Sdxdyxdyydx 211 ，因此 .
2
1
∫ Γ +−= xdyydxS

其中Γ是有界闭区域 D的边界，沿正向. 

类型 1.4 求 QP, 中含有待求的字母常数 

解题策略 若曲线积分 ( ) ( )∫ +
L

dyyxQdxyxP ,, 与路径无关， QP, 中含有待求的字母常

数，且 QP, 具有连续的偏导数，由曲线积分与路径无关的四个等价条件知
y
P

x
Q

∂
∂

≡
∂
∂

，从中

求出待求字母常数。 

类型 1.5 求第二类曲面积分 

解题策略 1． ( ) ( ) ( )∫∫
∑

++ dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ,,,,,,  

（1）若 P，Q，R 在∑包围的立体区域 V具有连续的一阶偏导数，则 

∫∫∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

±=++
∑ V

dv
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz ，曲面沿外侧取“+”号，曲面沿
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内侧取“-”号。要求右边三重积分容易计算。 

（2）若曲面∑包围的立体 V内有洞，而在洞外面，P，Q，R 具有连续偏导数，且 0≡Adiv ，

{ }( )RQPA ,,= ，利用推论 2 转化为与∑包含同一些洞的曲面 1∑ 上的第二类曲面积分，而

且沿同一侧方向，即 ∫∫∫∫
∑∑

++=++
1

RdxdyQdzdxPdydzRdxdyQdzdxPdydz ， 

要求 1∑ 是简单的曲面，且右边或者直接计算或者化成第一类曲面积分计算。 

（3）若曲面∑本身也比较简单，也可直接计算或者化成第一类曲面积分计算。 

2． ( ) ( ) ( )∫∫ ++
S

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ,,,,,, ，其中 S是非封闭的光滑曲面。 

（1）若直接计算比较困难，而加一个简单曲面 S1构成封闭曲面，且符合高斯定理条件，

则 

∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

±=

++−++=++
+

1

11

SV

SSSS

RdxdyQdzdxPdydzdv
z
R

y
Q

x
P

RdxdyQdzdxPdydzRdxdyQdzdxPdydzRdxdyQdzdxPdydz

 

“±”由曲面法线方向的侧确定，要求右边的三重积分容易计算，后面一项第二类曲面
积分直接容易计算。 

（2）也可直接计算或转化为第一类曲面积分来计算 

类型 1.6 求空间第二类曲线积分 

解题策略 1． ( ) ( ) ( )∫ ++
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,, ，其中 L为空间简单封闭曲

线。 

（1）若找到一个线单连通区域 V，使 RQPVL ,,,⊂ 在 V上具有连续的一阶偏导数，且

( ) { }( )RQPAVzyxArot ,,,,,0 =∈= 则 由 曲 线 积 分 与 路 径 无 关 性 知

.0∫ =++
L

RdzQdyPdx  

（2）若 P,Q,R 偏导数连续,但 ( ) .,,,0 LzyxArot ∈≠ 可找一个以 L为边界曲线的简单曲

面 ∑ , 由 斯 托 克 斯 公 式 知

.∫ ∫∫
∑

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=++
L

dxdy
y
P

x
Qdzdx

z
R

x
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx 要 求 第

二类曲面积分容易计算。 

（3）若 L 容易化成参数方程，且第二类曲线积分化成一元函数定积分后容易计算，也

可直接计算。 

2． ( ) ( ) ( )∫Γ ++
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,, ，其中 ABΓ 为空间曲线，起点
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( )000 ,, zyxA ，终点 ( ).,, 111 zyxB  

（1）若找到一个线单连通区域 V，使 RQPVAB ,,,⊂Γ 在 V 具有连续的一阶偏导数，

且 ( ) VzyxArot ∈≡ ,,,0 ，则该积分与路径无关，则 

( ) ( ) ( ) .,,,,,, 1

0

1

0

1

0
110100 ∫∫∫∫ ++=++

Γ

z

z

y

y

x

x
dzzyxdyzyxQdxzyxPRdzQdyPdx

AB

 

（2）若该积分与路径有关，但 ABΓ 容易化成参数方程，且转化为一元函数定积分后容

易计算，可直接计算。 

3．第二类曲线积分的牛顿一莱布尼兹公式 

若 ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,,, dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxdu ++= 则 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ).,,,,,,,,,,,, 000111

,,

,,

111

000

zyxuzyxuzyxdudzzyxRdyzyxQdxzyxP
zyxB

zyxAAB

−==++ ∫∫Γ
 

以上方法请大家灵活使用。 
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大纲要求 

了解傅里叶级数的概念和狄利克雷收敛定理. 

会将定义在[-L，L]上的函数展开为傅里叶级数，将定义在[0，L]上的函数展开

为正弦级数与余弦级数，写出傅里叶级数的和的表达式.  

内容精要 

（一） 基本概念 

函数的傅里叶展开 

标准区间 ],[ ll− 上的三角函数系： 

,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1
l
xn

l
xn

l
x

l
x

l
x

l
x ππππππ

具正交性。即成立：不同两个

函数乘积在 ],[ ll− 上的积分为零，而自身平方在 ],[ ll− 上的积分不为零. 

    定理 7.12  （狄利克雷（Dirichlet）定理）如果 )(xf 是以 lT 2= 为周期的周期函

数，而且 )(xf 在 ],[ ll− 上分段光滑，那么 )(xf 的 Fourier 级数在任意点 x处都收敛，并且

收敛于 )(xf 在该点左、右极限的平均值，即

,),(,
2

)0()0()()sincos(
2 1

0 ∑
∞

=

+∞−∞∈
++−

==++
n

nn xxfxfxs
l
xnb

l
xna

a ππ
 

其中 ∫− ==
l

ln ndx
l
xnxf

l
a ;,2,1,0,cos)(1 π .,3,2,1,sin)(1

== ∫− ndx
l
xnxf

l
b

l

ln
π

 

1．将周期 lT 2= 且知道一个周期区间 ],[ ll− 上表达式 )(xf 展成傅氏级数的步骤： 

（1）确定 )(xf 的周期 lT 2= ； 

（2）计算   ∫−=
l

l
dxxf

l
a ,)(1

0        ∫− ==
l

ln ndx
l
xnxf

l
a ,3,2,1,cos)(1 π

 

           ∫− ==
l

ln ndx
l
xnxf

l
b .,3,2,1,sin)(1 π

 称为 )(xf 的傅里叶系数， 

若 )(xf 为偶函数，由
l
xnxf πsin)( 为奇函数，则 ,,2,1,0 == nbn 若 )(xf 为奇函数，知

l
xnxf πcos)( 为奇函数，则 ,2,1,0,00 === naa n ； 

（3）写出 )(xf 的傅里叶级数， ;)sincos(
2 1

0 ∑
∞

=

++
n

nn l
xnb

l
xna

a ππ
 

（4） 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+∞−∞∈
++−

+∞−∞∈
==++∑

∞

= 处不连续在

处连续在

xxfxxfxf
xxfxxf

xs
l
xnb

l
xna

a
n

nn )(),,(,
2

)0()0(
)(),,(),(

)()sincos(
2 1

0 ππ

 

特别在 )(2 zkkllx ∈+±= 处 ，傅氏级数和为 .
2

)0()0( −++− lflf
 

注：s(x)是 周期函数，周期 lT 2= . 

2．将定义 ],[ ll− 上的函数 )(xf 展成傅里叶级数的步骤： 

（1）计算 ∫−=
l

l
dxxf

l
a )(1

0    ,   ,,3,2,1,cos)(1
== ∫− ndx

l
xnxf

l
a

l

ln
π

 

         ∫− ==
l

ln ndx
l
xnxf

l
b .,3,2,1,sin)(1 π

 

同样，若 )(xf 为奇函数知 ,3,2,1,0,00 === naa n 若 )(xf 为偶函数，知

；,3,2,1,0 == nbn  

（2）傅氏级数 

∑
∞

= ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∈
++−

−∈
==++

1

0

)(),(
2

)0()0(
,)(),,(),(

)()sincos(
2 n

nn xfllxxfxf
xfllxxf

xs
l
xnb

l
xna

a
不连续且

连续且
ππ

 

在 lx ±= 处，傅氏级数的和为 )( ls ± =
2

)0()0( −++− lflf
 

注：1.傅氏级数在某点收敛，与 )(xf 在该点是否有定义没关系. 2.s(x)是 周期函数，周

期 lT 2= . 

当 )2,2( lkllklx +−∈ 时， ),(2 llklx −∈− ，则 

)(xs = )2( klxs − =
2

)02()02( +−+−− klxfklxf
，

)2( lkls ± =
2

)0()0( −++− lflf
. 

3．将定义在 ),0( l 上的函数展成正弦级数的步骤： 

（1）计算 ∫ ==
ι π
0

,,3,2,1,sin)(2 ndx
l
xnxf

l
bn     而 ；,3,2,1,0,0 == nan  

（2）正弦级数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈
++−
∈

=∑
∞

= 不连续。且

连续，且，

)(),,0(,
2

)0()0(
)(),0()(

sin
1 xflxxfxf

xflxxf

l
xnb

n
n

π
 

)0(s = )(ls =0. 
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注： s(x)是奇函数、 周期函数，周期 lT 2=  

当 )0,( lx −∈ 时，有 ),0( lx∈− ， )(xs = )( xs −− =
2

)0()0( −++−
−

xfxf
 

当 )2,2( lkllklx +−∈ 时， ),(2 llklx −∈− ，则 )(xs = )2( klxs − .  

4．将定义在 ),0( l 上的函数展成余弦级数的步骤： 

（1）计算 ∫=
τ

00 )(2
，dxxf

l
a    ∫ ==

τ π
0

,3,2,1;cos)(2
，ndx

l
xnxf

l
an  

而 ；,3,2,1,0 == nbn  

（2）余弦级数

∑
∞

= ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈
++−

∈
==+

1

0

.)(,0(,
2

)0()0(
)(,0(),(

)(cos
2 n

n xflxxfxf
xflxxf

xs
l
xna

a
不连续）且

连续，）且
π

 

)0(s = );(lim
0 xfx +→

 )(ls = ).(lim xfx ι′→  

注： s(x)是偶函数、 周期函数，周期 lT 2=  

当 )0,( lx −∈ 时，有 ),0( lx∈− ， )(xs = )( xs − =
2

)0()0( −++− xfxf
 

当 )2,2( lkllklx +−∈ 时， ),(2 llklx −∈− ，则 )(xs = )2( klxs − . 
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