第8章  数学概念与思维方法简介

8.1  数学概念

1、数学概念的意义和结构

1.1  数学概念的意义

人们对客观事物现象的认识一般是通过感觉、知觉、思维形成观念（表象），这是感性认识阶段。在感性认识基础上再经过比较、分析、综合、抽象、概括等一系列思维活动，从而认识事物现象的本质属性形成概念，这是理性认识阶段。理性认识在实践基础上不断深化，概念又会进一步发展。数学概念的产生和发展也是如此。例如，人们对圆的认识，从太阳、满月等物体形状的感觉、知觉形成了圆的观念，又在这个基础上，人们为了制造圆形工具或器皿需要画圆，从而逐步认识圆的本质属性，知道：“圆是平面内到定点的距离等于定长的点集合（或封闭曲线）。”这样就形成了圆的概念。

我们知道，数学概念是现实世界中空间形式和数量关系及其特有的属性（或本质属性）在思维中的反映。一个数学概念通常用一个名称或符号来表示。例如，一切有理数所组成的集合这个概念通常用名称“有理数集”或符号“Q”来表示。

数学概念的产生，有些是直接从客观事物的空间形式和数量关系反映得来的。例如，自然数概念是从手指的个数，或其他单个事物集合元素的个数，或者从事物排列的次序抽象概括得来的。又如几何中的点、线、面、体、平行、垂直、多边形、圆、柱、锥、台等概念都是直接从物体的形状、大小、位置关系抽象概括得来的。可是数学中的大多数概念是一些数学概念在实践活动的基础上，经过多级的抽象概括过程才产生和发展而成的。例如无理数、复数的有关概念，分别是在有理数系及实数系的实践活动中产生出来的。至于近代或现代数学中许多概念，如集合、关系、映射、环、群、域等概念的产生和发展过程就更复杂了。但是，数学概念不论如何抽象，它们还都是现实世界空间形式和数量关系及其本质属性在人的思维中的反映。

1.2  概念的外延和内涵

在一个科学体系中，任何一个概念都反映事物的一定范围（即事物的集合）和这个范围内的事物的共同本质。概念所反映事物的范围（或集合）叫做这个概念的外延，这些事物的本质属性的总和（或集合）叫做这个概念的内涵。概念的外延和内涵是分别对事物集合的量和质的描述，例如△ABC的顶点，这个概念的外延是A，B，C三点所组成的集合，它的内涵包括点的性质和其中任一点同在这三角形的两边之上这个性质。又如在自然数系中，偶数这个概念的外延是集合{2, 4, 6, 8, …}，它的内涵是“能被2整除的自然数”这个性质。

要明确概念的外延和内涵。要对概念加深认识，还要研究概念的外延和内涵之间的相互关系。两个同类的概念中，它们的外延和内涵有些存在包含和被包含的关系。用符号(和(分别表示包含和被包含的关系，易知：

四边形外延(平行四边形外延(矩形外延(正方形外延；

四边形内涵(平行四边形内涵(矩形内涵(正方形内涵。

可见，当概念的外延缩小时，则概念的内涵反而增多。例如四边形的外延缩小为平行四边形的外延，平行四边形的内涵比较四边形的内涵反而增多了象“两组对边平行”这样的本质属性；又当概念的外延扩大时，则内涵反而减少。反之，当概念的内涵愈增多，则外延愈缩小；当概念的内涵减少时，则外延扩大。外延和内涵的这种变化关系，在逻辑学里叫做反变关系。

在数学中为了对概念加深认识，或者为了用较一般的概念来说明特殊的概念，往往采取逐步增加概念的内涵同时缩小概念的外延的方法来研究概念间的关系和性质。这种方法叫做概念的限定。例如在平行四边形的内涵中增加“有一内角为直角”这个性质，就成为矩形的内涵。这样，平行四边形的外延就缩小为矩形的外延。于是对平行四边形与矩形的关系以及对矩形的性质都加深了认识。

此外，为了认识同类概念的共同性质或者为了揭露某类事物的最一般性质，有时把概念的内涵逐步减少，使概念的外延逐步扩大。这种方法叫做概念的概括。许多数学概念是从另一些概念概括得来的。例如从1斤，1尺等量的单位，不考虑各个单位的量的特点，可以概括成为数的单位1。又如从木球，铁球等物质球体，不考虑它们物质的特点，可以概括成为几何中的球体。再如从数集的四则运算，不考虑各种数集及其运算的特有性质，只考虑集合的性质及运算律等性质，可以概括成为群、环、域等概念。在数学教学中，常用概念概括的方法从一些概念概括出高一度抽象的概念。

2  概念间的关系

同类概念之间还有各种各样的关系，如同一关系、从属关系、交叉关系、并列关系、对立关系等。认识概念间的各种关系，不仅有助于对概念加深理解，而且有助于运用概念进行推理判断。下面分别说明上述各种关系的定义。

（1）同一关系

如果两个概念的内涵不同，但它们的外延完全相同（全部重合），则这两个概念之间的关系叫做同一关系。

例如，一个等腰三角形底边上的高线和中线，这两个概念的外延是同一条线段，但是这两个概念的内涵是不相同的：高线内涵具有与底边垂直的性质；中线内涵具有过底边中点的性质。所以，这两个概念的关系是同一关系。又如，在同一个圆中，直径和最大的弦也是同一关系。在同一论证过程中，具有同一关系的两个概念可以互相代替。

（2）从属关系

不同同一关系的两个概念甲和乙，如果甲概念的外延包含乙概念的外延，那么甲概念的外延就大于乙概念的外延，而这两个概念间的关系又叫做从属关系，其中甲概念叫做乙概念的上位概念或种概念，乙概念叫做甲概念的下位概念或类概念。例如等式是方程的种概念，方程是等式的类概念。概念的从属关系是相对的，例如方程又是整式方程的种概念，而整式方程是方程的类概念。

根据概念外延与内涵的反变关系可知，种概念的外延包含它的类概念的外延，则类概念的内涵必包含它的种概念的内涵。也就是说，类概念必具有它的种概念的一切属性而且还具有它自己特有的属性。这种关系在推理、证明中经常用到。

（3）交叉关系

两个概念的内涵不同，而它们的外延有一部分是相同的，这两个概念的关系叫做交叉关系。

例如等腰三角形与直角三角形的关系就是交叉关系。概念的交叉关系在数学中也常用到，例如方程组是否有解就是看组成这个方程组的各个方程的解集是否是交叉关系。

（4）并列关系

两个概念都是某一概念的类概念，而且这两个概念的外延没有公共部分。则这两个概念的关系叫做并列关系。

易知，具有并列关系的两个概念，它们的内涵必有公共部分，即它们的种概念的内涵。此外，它们的内涵分别有各个概念本身特有的属性。

例如在有理数系中，正有理数和负有理数是并列关系，它们都具有有理数的一切属性。但是正有理数具有大于零的特性，负有理数具有小于零的特性。这就是正数和负数的根本区别。

由此可见，根据并列关系来认识概念间的共性和特性，对掌握概念来进行推理会有帮助的。

（5）对立关系和矛盾关系

如果某一概念的两个类概念的内涵有部分是对立的，外延是互相排斥的，则这两个概念的关系叫做对立关系。例如等边三角形和不等边三角形，这两个概念是对立关系。

如果两个概念的内涵互相否定，则这两个概念的关系叫做矛盾关系。例如，直角三角形和非直角三角形，这两个概念的关系是矛盾关系。

互为对立关系的两个概念有时还有它们共同的并列概念或者叫做中间概念。例如等边三角形和不等边三角形两个对立概念的中间概念是等腰三角形。

至于矛盾概念则没有中间概念。因此，对于两个矛盾概念来说，是有“非此即彼”的推理规律。例如在三角形中，直角三角形与非直角三角形，二者必居其一，不可能有第三种情况存在。

3、概念的定义和原始概念

在数学科学系统中，对于每一个数学概念都要给予确定的内容和含义，定义概念就是准确地揭示它的内涵和外延。

（1）定义的几种方式

（i）种概念加类差的定义方式。

在数学中，给概念下定义常常用“种概念加类差”的方式。根据概念的从属关系，我们规定定义中的种概念是指包含被定义对象的上位概念中最邻近的或者说外延最小的种概念。类差是指被定义概念在它的种概念里区别于其他类概念那些本质属性。

例如定义两组对边平行的四边形叫做平行四边形。在这个定义中，四边形就是平行四边形最邻近的种概念，类差是“两组对边平行”这个本质属性，而且这个属性就是平行四边形所独有的属性。这种定义方式主要是揭示概念的内涵的。

用种概念加类差的定义方式，好处在于能用已知的种概念的内涵来揭示被定义概念的内涵，用类差来揭示被定义概念的特有性质。这样的定义方式既准确又明了。它有助于建立对象之间的联系，使知识系统化，便于巩固已学的知识。

（ii）发生定义方式

发生定义是种概念加类差的一种特殊形式。定义中的类差是描述被定义概念的发生过程而不是揭示它的特有的本质属性。

例如，圆也可以这样下定义：在平面上，一个动点与一定点距离相等运动所成的轨迹叫做圆。在这个定义中，类差是描述圆的发生过程。

（iii）揭示外延的定义方式

数学中有些概念，不易揭示它的内涵，而是直接指出概念的外延作为它的定义。

例如，零指数的概念规定为a0=1(a≠0)。又如有理数的定义：正整数、负整数、正分数、负分数、零统称为有理数，这些定义都是揭示外延的方法。
（2）下定义的基本要求

为了正确地给概念下定义，定义要符合下列基本要求：

（i）定义应当相称。即定义所确定的外延与被定义概念的外延必须是相等的，不能扩大也不能缩小。

例如，把平行线定义为两条不相交直线。这个定义是不相称的，因为定义所确定的外延包括了异面直线。平行线的正确定义应该是：在同一平面内，两条不相交的直线叫做平行线。

又如，把无理数定义为有理数开不尽的方根。这个定义也是不相称的。因为数(, e, lg3等也是无理数，而不是有理数开不尽的方根。这个定义把无理数的外延缩小了。

（ii）定义不能恶性循环。在一个科学系统中，如果把甲概念作为已知概念来定义乙概念，但是又用乙概念来定义甲概念，这就是定义的恶性循环。例如用两直线垂直来定义直角，又用两直线成直角来定义垂直。这样的定义既不能揭示概念的内涵也不能确定概念的外 ，所以定义不能恶性循环。

（iii）定义一般不能用否定形式。定义是为了揭示被定义概念的内涵，因此定义应对被定义概念的本质属性用肯定形式而不应用否定形式。例如把无理数定义为“不是有理数叫做无理数”。这个定义既不能揭示无理数的本质属性也不能确定它的外延，达不到下定义的目的。但是有些概念的特有属性就是缺乏某个属性，应当作为例外。如平行线的定义。

（iv）定义应简明。即定义中不应列举非本质属性或者多余的词语。例如，把平行四边形定义为“两组对边平行的平面四边形”，其中“平面”一词是多余的，因为平行的或相交的直线必共面。

（3）原始概念

在一个科学系统中总是要对概念下定义，就是说要用一些已知的概念来定义新概念，这样就构成一个概念的序列。可是概念的个数和是有限的，所以在这个概念的序列中总有一些概念是不能引用别的概念来定义它的，这样的概念叫做在这个科学系统中的不定义的概念或者原始概念。例如数学中数、量、点、线、面、空间、集合、元素、对应等都是原始概念，其中有的是通过公理来间接定义的。但是在教学过程中对原始概念一般是采取描述法和抽象化法明确概念的，用直观说明或者指明对象的方法。例如说：由事物组成的集体称为集合，这是说明集合的方法而不是集合的定义。又如用拉紧的绳和由小孔中射入的光线来抽象出直线的概念，也是一种直观说明的方法；又如说：1，2，3，…叫做自然数，这就是明对象的方法。

4、概念的分类

概念的分类是揭示概念外延的逻辑方法。概念的分类就是把被分类的概念作为种概念，并根据一定的属性把它的外延分成若干个并列的类概念，其中那个属性叫做分类的根据。通过概念的分类可以更深刻认识概念的外延，并把概念知识系统化。在数学教学中常常用分类方法对概念进行系统复习。

例如，根据边的大小关系，把三角形可分为三类：不等边三角形、等腰三角形（二等边）、等边三角形。如果根据角的大小关系，又可分为另外三类：锐角三角形、直角三角形、钝角三角形。如果先按边的大小分类后，再继续按角的大小关系来分类，则可分为七类，即不等边锐角三角形、不等边直角三角形、不等边钝角三角形、等腰锐角三角形、等腰直角三角形、等腰钝角三角形、等边三角形。

可见分类的根据不同则分类的结果也不同。

正确的分类应符合下列几点要求：

（i）分类是相称的

即要求分类所得的并列类概念的外延的总和等于被分类概念的外延。而且被分类概念的每一个对象都应当落到一个且仅只一个类概念内。

例如，把三角形分为锐角三角形、直角三角形、钝角三角形，这个分类是相称的。如果把平行四边形分为正方形、菱形、邻边不等的矩形，这个分类是不相称的。因为正方形也是菱形，同一对象可能落到两类内，而且漏掉邻边不等的平行四边形。

（ii）每一次分类要用同一个确定的根据

我们所以要将事物分类，总有一个实践的目的。因此，由于实践目的不同，分类的根据也就不同。但每一次分类却不能用两个或两个以上的根据，更不能以这个根据分出一类，又用别的根据分出另一类，以避免产生混乱。例如，对于三角形进行分类时，一会儿以角的大小分出直角三角形，一会儿以边的大小分出等边三角形，就会发生混乱。

（iii）应把种概念分为最邻近的类概念。即分类不应当越级。

例如，把实数分为有理数和无理数两类是正确的。如果把实数分为整数、分数、无理数就越级了。越级分类可能把概念的系统搞混乱。

5、概念的基本要求。

我们知道，理解并牢固掌握数学概念是学好数学公式、定理、方法，提高能力的基础。因此，数学概念的十分重要。

中学数学里有各种各样的数学概念，由于各个概念的具体内容和它在数学中的地位和作用不同，数学概念有主要和次要之分，有难学和易学之分，有一般和关键之分。因此，对各个数学概念教学的具体要求也应有所区别。一般说来，对数学中一些重要概念要求应使大家得到较系统的知识。即使人们认识了概念是如何产生和发展的，但要明确数学概念，最主要的就是要掌握概念的内涵和外延及其表达形式（包括定义、名词、符号），还要了解有关概念之间的关系，成为系统的知识，并能运用概念知识来解决数学问题。即要求理解、巩固、系统、会用。为了达到这样的要求，下面探讨有关问题。

（1）数学中如何引入新数学概念

前面曾经指出，有的数学概念是直接从客观事物的空间形式和数量关系反映而来的，有的则是在抽象的数学理论基础上经过多级抽象才产生发展得来的。但是，数学概念不管如何抽象，都有它的具体内容。对于数学概念的具体内容，大家在生活和学习过程中，或多或少都有过接触。因此，在引入新概念时，既要从人们接触过的具体内容引入，也要从数学内部问题提出，这是比较好的一种方法。

例如，正负数概念，一般是从有相反意义的量引入正数和负数，同时也要从正数减法运算产生矛盾，指出需要引入负数。又如无理数概念的教学可从无公度量的存在引入无理数，也要从正数开方产生矛盾来引入无理数。

8.2  数学命题

1、数学命题的意义和结构

（1）数学命题的意义

判断和概念一样，也是思维形式的一种；所不同的，判断是概念与概念的联合，它是肯定或者否定思维对象及其属性的思维形式。数学中的判断，通常称为命题，而命题的形式往往表现为语句或者符号的组合。例如：
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等等，都是数学命题。

判断可能正确，也可能错误，所以命题可真可假。在数学科学系统中，根据已知概念和真命题遵照逻辑规律运用正确逻辑推理方法可证明其真实性的命题叫做定理。很容易由某个定理推导出的定理，叫做这个定理的系或推论。证明命题要有已知真命题作为根据，所根据的已知真命题的证明，又要根据另一些已知真命题。这样一来，在真命题的序列中，必有某些真命题是不能从别的真命题推导出来的。这样的真命题叫做这个科学系统中的公理。作为数学中的公理的真实性只能是从人类亿万次实践中检验后而总结出来的结果。例如，在自然数的序数理论中是以下列四个真命题作为公理：

（i）“1”是自然数，它不后继于任何自然数。

（ii）任何自然数a，有且仅有一个后继自然数a+1。

（iii）除1外，任何自然数必后继且仅后继于一个自然数。

（iv）假定命题S对于自然数k为真，能证明对于k+1也真，且验证S对于“1”为真。则S对于任何自然数为真。

又如，欧几里得几何中的公理、实数理论中的顺序公理以及等量公理等等，都是数学中常常用来证明数学命题的公理。

在数学科学系统中作为公理的一组真命题，要求具有不矛盾性、独立性和完备性。但是为了照顾大家的接受能力，对于一些证明较复杂的真命题也作为公理，即不一定要求公理系统的独立性。

（2）数学命题的结构

数学命题的形式有各种各样，但是都可写成下面的标准形式：如果某对象有属性A则这个对象必有属性B。或者简略说：若A则B。在这个命题中A称为命题的条件，B称为命题的结论。所以，任何数学命题都有条件和结论两个组成部分。例如，“对顶角相等”这个命题可以写成“两个角如果是对顶角，则这两个角相等”。这个命题的条件是“两角是对顶角”，结论是“这两角是相等的”。
在“若A则B”这个形式中，A或B可能表示唯一的属性，也可能表示若干个属性的集合。例如命题：如果四边形的两组对边平行，且有一个角是直角，则这个四边形的两组对边相等，两对角线互相平分并且相等。这个命题的条件是“两组对边平行和四边形的一个角是直角”，结论是“两组对边相等和两对角线互相平分且相等”，条件和结论的属性都不是唯一的。
因为判断是肯定或否定思考对象具有某种属性，所以，我们又把原命题“若A则B”叫做肯定判断，在数学上又叫做肯定命题；而把“若A则不B”叫做否定判断，在数学上叫做原命题的否定命题。
2、命题的四种形式及其关系

从命题的结构可以看出，数学真命题是反映数学对象的属性之间的逻辑联系。在数学学科中，为了更全面地研究命题中条件和结论的逻辑联系，往往把一个命题的条件和结论换位，或者把条件和结论变为它们的否定，就可以得到三个新命题。例如，把原命题：“若A则B”的条件和结论换位得到新命题：“若B则A”，这个命题叫做原命题的逆命题。又如果把A，B分别变为它们的否定
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（读作非A）和
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（读作非B），则得到新命题：“若
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则
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”。这个命题叫做原命题的否命题。如果再把否命题的条件和结论换位得到的新命题：“若
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则
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”，这个命题叫做原命题的逆否命题。这个命题也可以看作命题“若B则A”的否命题，因此，它也叫做原命题的否逆命题。上述四种命题的形式及其关系，可用下图来表示：
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图8-1
在数学论证中研究这四种命题之间的真假关系是十分重要的，我们可以从一些具体例子看出，成为互逆或互否关系的两个命题不一定有同真同假关系，例如，关于对顶角定理的四种命题形式是：

原命题：“如果两个角是对顶角，则这两个角相等。”

逆命题：“如果两个角相等，则这两个角是对顶角。”

否命题：“如果两个角不是对顶角，则这两个角不相等。”

逆否命题：“如果两个角不相等，则这两个角不是对顶角。”

显然，其中原命题与逆否命题都是真的，而逆命题与否命题都是假的。这里可见，互逆或互否的两个命题，不是同真同假的。

可是，互逆或互否的两个命题也有同真同假的情况。例如原命题：“在同一三角形中，等边对等角”的逆命题、否命题和逆否命题都是真的。在什么条件下才出现四种命题同真同假呢？我们知道，当原命题的条件和结论分别作为内涵所得概念是同一关系时，就可断定四种形式的命题是同真同假的。

此外，还可以看出命题的四种形式中，具有逆否关系的两个命题是同真同假的。这种同真同假关系又叫做等效关系，这种等效关系可证明如下：

首先证明若原命题“若A则B”为真，则逆否命题“若
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则
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”必真。证明如下：
假设“若
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则
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”为假，则它的否定命题：“若
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则A”为真，已知“若A则B”为真。故由
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可推导出A，再推导出B，也就是说如果
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为真则B也真。
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与B同真是不可能的。因此，“若
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则
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”为假是不可能的。故“若
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则
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”必真。

同理可证，如果“若
[image: image21.wmf]B

则
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”为真，则“若A则B”必真。
根据具有逆否关系两个命题的等效性，可知实质不同的命题只有原命题和逆命题两种。其他两种命题只是形式不同而已。

在数学教学中往往要根据上述命题的真假关系来研究问题。例如证明了一个命题是真实的把它作为定理，但是它的逆命题不一定真；因此对于它的逆命题，必须再作论证才知道是真还是假。如果逆命题是真的就可以得到原定理的逆定理；如果逆命题是假，则原定理没有逆定理。

具有逆否关系的两个命题的等效关系在数学论证中有时也用到。为了证明一个命题的真实性，可以转换为证明它的逆否命题的真实性。例如在平面几何中证明命题：“不在角的平分线上的点，到角的两边的距离不相等”，可以转换为证明它的逆否命题：“到角两边距离相等的点必在角的平分线上”。显然，后一定理的证明较为简便。

为了简明地表达命题中条件和结论的逻辑关系，在数学命题中的条件又分为充分条件、必要条件和充要条件。它们的意义是，如果命题“若A则B”为真，则称A为B的充分条件；如果“若B则A”为真，则称A为B的必要条件；如果“若A则B”与“若B则A”同真，则称A为B的充分和必要条件，或简称为充要条件。
用这条件来叙述数学命题往往很简便。例如平行线的性质定理和判定定理可以合并为一个定理：“平面上两直线平行的充要条件是这两直线与第三直线相交所成的同位角相等”。

上面讨论的逆命题，它的原命题的条件和结论的属性都是单一的。但是在数学中有些命题，它的条件和结论是若干个属性的集合。这样的命题的逆命题就不只一个。把原命题的条件和结论中任一部分属性换位，或者全部属性换位所得新命题都是原命题的逆命题。

例如原命题为：“在圆内，弦的垂直平分线必过圆心且平分这弦所对的弧”，它的逆命题有：

“在圆内，过圆心且平分弦的直线必垂直这弦且平分神经衰弱 所对的弧”；

“在圆内，平分弦和这弦所对弧的直线必过圆心且垂直这弦”；

“在圆内，过圆心且垂直弦的直线必平分这弦和这弦所对的弧”；

“在圆内，垂直弦且平分这弦所对弧的直线必过圆心且平分这弦”；

“在圆内，过圆心且平分弦所对弧的直线必平分垂直这弦”。

可以证明上述逆命题都是真的。但是，在数学中有些命题的逆命题，有真有假。因此，对于逆命题的真假问题必须逐一加以证明。

8.3  充分条件与必要条件

如果已知
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那么我们说，p是q的充分条件， q是p的必要条件。
如果两三角形面积不相等，那么这两个三角形不全等。也就是说，两三角形面积相等是两三角形全等必须具备的条件。

例8.3.1  指出下列各组命题中，p是q的什么条件，q是p的什么条件：

（1）
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（2）p：三角形的三条边相等；

     q：三角形的一个角相等。

分析：可以根据“若p则q”与“若q则p”的真假进行判断。
解：（1）由
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，即
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知p是q的充分条件，q是p的必要条件。
（2）由
[image: image27.wmf]q
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，即

三角形的三条边相等(三角形的三个角相等，知p是q的充分条件，q是p的必要条件；

反过来，由
[image: image28.wmf]p

q

Þ

，即

三角形的三个角相等(三角形的三条边相等，知q也是p的充分条件，q是p的必要条件。

在例8.3.1的第（2）小题中，“三角形的三条边相等”既是“三角形的三个角相等”的充分条件，又是“三角形的三个角相等”的必要条件，我们就说“三角形的三条边相等”是“三角形的三个角相等”的充分必要条件，简称充要条件。

一般地，如果既有
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，又有
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，就记作
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这时，p既是q的充分条件，又是q的必要条件，我们就说p是q的充分必要条件，简称充要条件。

例如，

“x是6的倍数”是“x是2的倍数”的充分而不必要的条件；

“x是2的倍数”是“x是6的倍数”的必要而不充分的条件；

“x既是2的倍数也是3的倍数”是“x是6的倍数”的充要条件；

“x是4的倍数”是“x是6的倍数”的既不充分也不必要的条件。

8.4  数学中的推理和证明
在数学教学过程中，使学生了解并遵守正确思维规律，掌握好推理和证明方法，也是使学生学好数学基础知识提高基本能力的有效途径。下面分别介绍形式逻辑的基本规律和数学中常用的推理、证明方法。

1、形式逻辑的基本规律
数学的推理、证明必须遵循形式逻辑的基本规律。形式逻辑的基本规律有同一律、矛盾律、排中律、充足理由律。分别说明如下：

（1）同一律

同一律的基本内容是在同一论证过程中，概念和判断必须保持同一性，亦即确定性。它的公式是“A是A”。
在数学论证中，必须遵守同一律，否则会造成混乱或错误。例如关于代数式、方程等问题的讨论必须明确在哪个数集上进行，如多项式a2–2在有理数集上显然不能再因式分解，而在实数集上则可分解为
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。因此，要断定a2–2能否再分解要看在哪个数集上讨论。这是必须事先确定而且要在分解的过程中保持同一的认识。
又如前a, b是正实数时，下面公式成立：
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如果a, b是负实数，如a=–4，b=–4。公式显然是不成立的。因此，运用这个公式进行推理时，必须保持a, b是正实数的规定。
又如三角形内角和定理中，角的概念是指“从一点引出两条射线所成的角”，“即0º到180º以内的角。如果角的概念改成“射线绕其端点所成的角”，这样的角有正有负。那么三角形内角和定理就不一定成立了。因此，在平面几何中有关角的问题的讨论，应该先确定角的概念，而且在论证过程中保持同一性。

在不同科学系统中或者在不同的论证过程中，对同一个概念或判断允许有不同的认识。例如数的乘法概念在自然数集中定义为“相同的数的连加”，在分数集中则定义为“某数的几分之几”。又如在平面几何中，命题“两直线不相交则平行”是真的，但是在立体几何中，这个命题是不真实的。
（2）矛盾律
矛盾律的基本内容是：在同一论证过程中，对同一对象的两个互相矛盾（对立）的判断，其中至少有一个是假的，它的公式是：A不是
[image: image34.wmf]A

。
在数学论证中也必须遵守矛盾律。例如，两个数相等与不相等不能认为同时成立，两直线相交与不相交也不能认为同时成立。因为根据矛盾律，两数相等和不相等，其中必有一个判断是错误的。同样，两直线相交与不相交，其中也必有一个判断是错误的。
还要指出，矛盾律只是指出两个矛盾（对立）的判断是不相容的，即不能同真。但是，两个矛盾（对立）的判断可能同假。例如空间两直线相交与平行是两个对立的判断，这两个判断可能都假。因为异面直线既不平行也不相交。
此外，矛盾律讲的矛盾是指逻辑上的矛盾与现实的矛盾是两回事，不能混为一谈。现实是充满着矛盾的，但是思想认识不能同时承认互相矛盾的判断。

（3）排中律
排中律的基本内容是：在同一论证过程中，对同一对象的肯定判断与否定判断，这两个相矛盾的判断必有一个是真的。它的公式是：或者是A或者是
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（即排除第三种情况）。
在数学论证中也常常根据排中律进行推理。例如要证明“
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不是有理数”，只要证明“
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是有理数”不真就够了。这是因为“
[image: image38.wmf]2

不是有理数”和“
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是有理数”是两个矛盾的判断，根据排中律，其中必有一个判断是真的，如果能够证明“
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是有理数”不真，就可以证明“
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不是有理数”是真的。
（4）充足理由律

充足理由律的基本内容是：对于任何判断都必须有充足的根据（理由）才被认为是对的，或者说：正确的判断必须有充足理由。它的公式是：所以有B是因为有A。也可以说，A是B的充足理由。
在一个科学系统中判断的理由是有限度的。在数学科学系统中数学原始概念和公理就是其他判断的原始根据。这些原始根据是人们对客观世界的空间形式和数量关系的直接反映，或者是经过人们实践经验的事实。因此，在数学科学中，所谓充足理由就是必须以数学的已知概念和公理以及由此推导出来的定理、公式作为根据进行推理判断。

数学正确判断也必须有充足的理由，否则会造成错误。
例如，设
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等式两边乘以a得：
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两边减去b2得：
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两边因式分解得：



[image: image45.wmf])

(

)

)(

(

b

a

b

b

a

b

a

-

=

-

+


两边除以（a–b）得：


a+b=b
以b代a得：

2b=b
以b除两边得：

2=1

显然，所得结果是错误的，错误的原因在于以（a–b）除等式两边。因为a=b，而a–b=0，用0除等式两边，理由就不充足了。
总之，数学推理、证明必须要求对象确定（同一律），判断不自相矛盾（矛盾律），不是模棱两可（排中律），有充分根据（充足理由律），这就是推理。对于证明中正确思维的规律，教学中应培养学生严格遵守这些规律来进行思考问题的习惯，借以发展学生的思维能力。
2、数学中的推理
根据判断间的关系，以一个或几个已有的判断作出一个新的判断的思维过程叫做推理。在推理过程中，所根据的已有判断叫做推理的前提，作出的新判断叫做推理的结论。正确的推理要求前提真实，运用符合形式逻辑规律的推理形式，以期得到真实的结论。数学中常用的推理有归纳推理、演绎推理和类比推理。分别介绍如下：

（1）归纳推理

归纳推理是从个别的或特殊的事物所作判断扩大为同类一般事物的判断的思维过程。这种推理可简称为由特殊到一般的推理，或者称为归纳法。例如由
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推得
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或者由
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推得
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就是由特殊到一般的推理。

根据归纳推理的前提和结论所作判断的范围是否相同，可把归纳法分为完全归纳法和不完全归纳法。

（i）完全归纳法

如果归纳推理的前提中一个或几个判断范围的总和与结论中判断的范围完全相同，则这种归纳推理叫做完全归纳法。

例如，在中学数学里证明三角形三高线共点的定理，先分别证明锐角三角形三高线共点，直角三角形三高线共点，钝角三角形三高线共点，从而推出任意三角形的三高线共点这个结论。这个推理是完全归纳法。

由于完全归纳法在前提判断中已对结论的判断范围全部作出判断；如果推理的前提所作判断都真实的话，所得结论是完全可靠的。所以完全归纳法可作为数学的严格推理方法。
用完全归纳法进行推理时，要注意前提的判断范围不要重复、也不要遗漏，亦即前提判断范围的总和不能小于结论判断的范围。
（ii）不完全归纳法
如果归纳推理的前提判断范围的总和小于结论判断的范围，则这种归纳推理叫做不完全归纳法。

在中学数学里从具体数的运算概括出运算律、指数运算性质等的推理都是不完全归纳法。
要注意，根据不完全归纳法推出的结论可能是真实的，也可能是错误的。例如当x=1,2,3,…,39时，多项式x2+x+41的值都是质数，但由此认为x为任何自然数时这个多项式的值都是质数，那就不对了。因为x=40时，x2+x+41=402+40+41这个值可写成41×41。可见，这个多项式的值是合数不是质数。所以不完全归纳法不能作为数学严格推理方法。但是任何科学体系中都有些原始判断（如数学中的公理）作为推理的前提，这些原始判断多数是人们对个别特殊事物的多次观察或试验所作出的判断，它所用的推理是不完全归纳法。所以，不完全归纳法对于人们的发现真理有重要的作用。但是也必须指出，利用不完全归纳法得出的判断，只能作为一种假设或猜想。
在中学数学教学里，对有些已知其真实性的定理、公式、性质，要严格证明，学生不能理解。为了说明这些定理、公式、性质的正确性，往往采用具体的个别的特殊例子来说明。也就是用不完全归纳法来进行推理。例如中学里讲实数的运算性质是用一些具体的例子，如
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等来说明的。
（2）类比推理
类比推理是以两个对象都有某些相同或类似的属性，并且其中一个对象还有另外的某些属性作为前提，推出另一个对象也有这些相同或类似属性的思维形式。

例如，代数中根据分式与分数都具有分子、分母这个相同的形式，从而推出分式可以如同分数一样进行化简和运算，这就是类比推理。

类比推理所得结论的真实性是不确定的。因此它不能作为数学的严格推理方法。但是它可以给人们建立一种猜想，猜想的真实性有待进一步严格证明和实践检验。
由于类比是一种从特殊到特殊的推理，中学生比较容易接受。所以中学数学教学常常把学习的新旧对象进行类比。例如把多项式的整除性与自然数的整除性类比，分式与分数类比，立体几何中面与面的关系和平面几何中线与线的关系类比等等。
由于类比推理所得结论不一定真实，所以要防止人们乱用类比造成错误。要注意在数学中许多符号的形式类似但意义完全不同。人们往往根据形式类似进行类比，造成错误。
例如把
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类比，把
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类比常造成下列错误：
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数学教学要注意防止类比推理的形式主义，其方法主要是使学生对于等号所表示的内容做到深刻理解，不要死记硬背、机械记忆。

（3）演绎推理
演绎推理与归纳推理的过程相反，它是从一般到特殊的推理。亦即以某类事物的一般判断为前提作出这类事物的个别特殊事物的判断的思维形式。显然，演绎推理的前提判断范围包含结论中的判断范围。

简单的演绎推理一般是通过三段论的形式来实现的。它的理论基础是下面公理：如果集合M的所有元素具有（或不具有）性质P，如果x是集合M的元素（即
[image: image63.wmf]M

x

Î

），则x也具有（或不具有）性质P。三段论的结论包括大前提、小前提、结论三个判断。它的形式如下：
大前提。集合M的所有元素具有（或不具有）属性P的一般判断，可表示为M–P。
小前提。集合
[image: image64.wmf]M
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，即S是M的子集，可表示为S—M。
结论。集合S的所有元素具有（或不具有）性质P，可表示为S—P。
在数学中常用三段论来进行推理，例如用三段论证明定理“直角三角形两锐角之和为90º”。

因为任意三角形三内角之和为180º；
（大前提）

而直角三角形是三角形；
（小前提）

所以直角三角形三内角之和为180º。
（结  论）

设直角三角形两锐角为x和y，则上面结论可表示为：


x+y+90º=180º
因为等量减等量差相等；
（大前提）

而(x+y+90º)–90º =180º–90º是等量减等量；
（小前提）

所以x+y=90º成立。
（结  论）
这里用了两次三段论来进行推理，在数学中有时要用很多次的三段论来证明命题。

演绎推理中如果大前提和小前提都真实，按照三段论形式推出来的结论必是真实的。因此，演绎推理可以作为严格的推理方法。
但是，在一个科学系统中，总有些作为演绎推理的大前提是用归纳推理作出的结论。就一个科学系统来说，归纳演绎是互相结合的。因此，演绎推理所得结论的真实性还要经过实践验证。
3、数学中的证明
数学证明是根据已经确定其真实性的公理、定理、定义、公式、性质等数学命题来论证某一数学命题的真实性的推理过程，数学证明过程往往表现为一系列的推理。

任何逻辑证明都由论题、论据、论证三个部分组成。论题是需要证明其真实性的判断，论据是用来证明论题真实性所引用的那些判断，论证就是根据论据进行一系列推理来证明论题真实性的过程。
数学证明中也分为已知、求证、证明三个组成部分。其中的论据是包括命题给定的条件和证明论题真实所引用的那些数据以及已知的公理、定理、公式、定义、性质等命题。求证就是论题，即有待证明其真实性的命题。证明就是论证，即证明论题真实性的推理过程。
下面介绍数学中常用的证明方法。
（1）分析与综合
在数学证明中，为了找到证明的途径，根据思考时推理序列的方向不同，思考方法分为分析法和综合法。如果推理的方向是从已知到求证，或者说从已知到未知，这种思考方法叫做综合法。反之，如果推理方向是从求证追索到已知，或者说从未知到已知，这种思考方法叫做分析法。如果同时从已知及求证出发，经过推理找到证明的途径，这种思考方法叫做分析综合法。或者叫做“两头凑”法。举例如下：

例8.4.1  设a>0, b>0，a≠b，证明
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（1）综合法

证： 因为a≠b，所以a–b≠0，而(a–b)2>0。展开(a–b)2得：
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边加上4ab得：


[image: image67.wmf]ab

b

ab

a

4

2

2

2

>

+

+


左边写成(a+b)2得：

(a+b)2>4ab
由于a>0, b>0，两边取算术平方根得：
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两边除以2得：
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（2）分析法

证：要证明
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成立，要证明下面不等式成立：
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由于a>0, b>0，只要证明
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成立。展开这个不等式左边，即得：
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两边减去4ab得：
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左边写成(a–b)2，只要证明

(a–b)2>0
成立。由于a≠b可知

(a–b)2>0
成立。由此倒推，即可证明
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成立。
（3）分析综合法
证：由a>0, b>0, a≠b，可以推导出下列不等式：
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另一方面从求证出发找充分条件如下：
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上面不等式成立的充分条件为
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，这个充分条件恰好是最初从已知推导出来的那个真实结论，这样就可以找到了从已知推到未知的证明途径。
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例8.4.3  在□ABCD中，M，N分别是BC，AD的中点，线段AM和CN分别交对角线BD于E，F，求证：BE=EF=FD。
题设：如图，已知在□ABCD中，BM=MC，AN=ND。
求证：BE=EF=FD。
[image: image80.png]



（1）综合法，如下图所示：
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（2）分析法，如下图所示：
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上面所述是思考方法，证明应由已知推到未知。

（2）直接证法与间接证法
数学证明方法又可分为直接证法和间接证法。由论题的已知条件以及已知公理、定理、定义、公式等作为论据从正面证明论题结论的真实性的证明方法叫做直接证法。凡是用演绎法证明命题真实性的都是直接证法，它是数学中常用的证明方法。但是有些数学命题用直接证法来证明比较复杂，有时采用间接证法则较为简捷。所谓间接证法是不直接证明论题的真实性，而是通过证明所证论题的否定论题不真实，或在特定条件下，证明它的逆命题成立，从而肯定论题真实的证明方法。

下面只介绍间接证法。
（i）反证法

通过证明论题的否定论题不真实，从而肯定论题真实的方法，叫做反证法。反证法中有归谬法和穷举法两种，举例如下：
例8.4.4  已知
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分析：此题证明不易从已知推导出求证，但是证明它的逆否命题：若
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事实上，如果
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成立，由此得：
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从而得到
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故得：
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故命题获证。

为什么呢？这是因为结论不是
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，就会发生与已知条件不相容。那么根据逻辑上的矛盾律，则
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。所以它是归谬法。但是它又是归谬法的一种特殊情况，即是利用证明和“原命题等效”的逆否命题真实性而获得的。

因此，归谬法的要点是：①先判明论题的结论有哪两种可能情况；②假定原命题：“若A则B”的否定命题“若A则
[image: image97.wmf]B

”是真实的（即论题结论的反面是真实的）；③在这个前提下展开一系列的推证，最后获得和论题的条件或者和过去已知的真实命题发生矛盾；④这就根据逻辑上矛盾律指出了“若A则
[image: image98.wmf]B

”是不真实的；⑤再根据排中律，肯定原命题是真实的。
由于这种方法的理论根据和叙述形式都很特殊，因此它是中学数学教学上的难点，每个教师必须认真对待。下边谈谈穷举法。就是说论题结论的反面不止一个，那就得一一驳倒，最后肯定原命题真实。
例8.4.5  三角形两个角的平分线相等，那么两角的对边必相等。
已知：在△ABC中，BE，CF分别是∠B，∠C的平分线，且BE=CF。
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求证：AB=AC。
证明：如图。如果AB≠AC，那么就有AB>AC或AB<AC。作□BEGF。
i. 假定AB>AC，那么有∠ACB>∠ABC。
    ∴  ∠BCF>∠CBE
    ∵  BF=EG，BF>CE
    ∴  EG>CE
连CG，则由于FC=FG，∠EGC>∠ECG。
        ∴ ∠FCE>∠FGE=∠FBE
则有

       ∠ACB>∠ABC（自相矛盾）
由此，AB>AC是不对的。
ii. 仿此，可以证明AB>AC也是不对的。


∴  AB=AC
例7.4.5 
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（ii）同一法。
我们知道一个定理的逆定理在一般情况下是不成立的，但在特定条件下，即在论题的条件和结论所指出概念的外延是相同的，那么它的逆定理也成立。根据这种想法，在证题时，往往先作出一个满足结论的图形，然后证明所作的和原来题设中指出的是一个东西。
例8.4.6  已知：E是正方形ABCD内部一点，且

∠ECD>∠EDC=15º
求证：△EAB是正三角形。
[image: image320.png]


证明：在已知正方形ABCD内部作一正的△E(AB，并连接E(C和E(D，则△BCE(显然是一个等腰三角形，即BC=BE(。且
      ∠CBE(=90º–60º=30º
∴    ∠BCE(=90º–
[image: image101.wmf]2
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∠CBE(=75º
      ∠DCE(=15º
同理

∠CDE(=15º
由此可见E(与E是同一点，所以△E(AB和△EAB是同一个三角形，因此，△EAB是正三角形。
这里要注意的是，在进行间接证法教学时，必须向学生指明两点：①要指出证明的思路，即怎样使用反证法，又怎样使用同一法；②要指出当证明了原命题真实后，要证明它的逆命题也真实，而采取直接证法不易时，间接证法是经常使用的方法。
（iii）数学归纳法（内容见第5章5.5）
4、数学方法漫谈

1、笛卡儿的方法论

笛卡儿是近代思想的开山祖师，他还发明了解析几何。他的著名的《方法谈》的开头两章说明他的思想历程和他在23岁时所达到和开始应用的方法。他所处的时代正是近代科学革命的开始，是一个涉及到方法的伟大时期。在这个时代，人们认为，发展知识的原理和程序比智慧和洞察力更重要。方法容易使人掌握，而且一旦掌握了方法，任何人都可以做出发现或找到新的真理。这样，真理的发现不再属于具有特殊才能或超常智慧的人们。笛卡儿在介绍他的方法时说：“我从来不相信我的脑子在任何方面比普通人更完善。”
笛卡儿一直在思想，一个人如何才能获得真理。慢慢地，获得真理的一种方案在他的脑海中浮现了。他从抛弃那些到当时为止所获得的所有观点、偏见和所谓的知识开始入手。除此之外，他摒弃所有建立在权威基础上的知识。这样，他放弃了所有的先入之见。错误观念的摈除，并不能自动地出现真理。接着他给自己提出的任务是，找出确定真理的方法。他说，在一次梦中他得到了答案：“几何学家惯于在最困难的证明中，利用一长串简单而容易的推理来得出最后的结论。”这使他坚信“所有人们能够了解和知道的东西，也同样是互相联系着的……。”然后，他断定，一个坚实的哲学体系只有利用几何学家的方法才能推导出来，因为只有他们使用的清晰的、无可怀疑的推理，才能得出无可怀疑的真理。他认为，“数学是一种知识工具，比任何其他的工具更有威力”，他希望从中发展出一些基本原理，使之能为所有领域得到精确知识提供方法，或者，如笛卡儿说的，成为一种“万能数学”。也就是，他打算普及和推广数学家们使用的方法，以便使这些方法应用于所有的研究领域之中。这种方法将对所有的思想建立一个合理的、演绎的结构。经过精心的构思，他列出四条原则。这四条是最先完整表达的近代科学的思想方法。其大意是：

（1）只承认完全明晰清楚，不容怀疑的事物为真实；

（2）分析困难对象到足够求解的小单位；
（3）从最简单、最易懂的对象开始，依照先后次序，一步一步地达到更为复杂的对象；
（4）列举一切可能，一个不能漏过。

这四大原则对研究任何一门学科都有不容忽视的指导作用。我们所面临的研究对象都是层层包裹的复杂事物，而一般人碰到极其复杂的事物往往表现出手足无措，不知如何从这团乱麻中理出个头绪来。笛卡儿一针见血地指出：“不可以从庞大暖昧的事物中，只可以从最容易碰见的容易事物中演绎出最隐秘的真知本身”。他指责世人的通病是“看起来越困难的事物就越觉得美妙；而某事物的原因一目了然，人们就会认为自己没有获知什么，反而哲学家探索的某些高深道理，即使是论据不足，他们也赞不绝口，当然他们也就跟疯子似的，硬说黑暗比光明还要明亮。”他还说：“当我们运用心灵的目光的时候，正是把它同眼睛加以比较的，因为想一眼收尽多个对象的人是什么也看不清楚的，同样，谁要是习惯用一次思维行动同时注意多个事物，其心灵也是混乱的。”所以当我们进行一项科学研究时，必须首先明确我们的目标，然后把研究对象分成若干环环相扣的简单事物，并找到这些细分小单位的由简至繁的顺序，最后从最直观、最简单的对象人手，依照一条条理清晰的道路直捣真理之本蒂。总之，笛卡儿给出一条由简入繁的路，告诉我们如何以简驭繁。用老子的话总结，就是“天下之难作于易，天下之大作于细”。

2、如何化繁为简
把复杂问题化繁为简通常用两种方法：

（1）将复杂问题分解为简单问题；

（2）将一般问题特殊化。

3、特殊化与一般化

在数学研究中，一般化与特殊化是两种非常重要的思维方法。当我们得到一个定理后，希望把它推广，得出可以在更大范围应用的定理，这就是一般化。另一个途径是将定理特殊化，寻求它的推论。关于一般化与特殊化，希尔伯特有两段精彩的论述：

在解决一个数学问题时，如果我们没有获得成功，原因常常在于我们没有认识到更一般的观点，即眼下要解决的问题不过是一连串有关问题中的一个环节。采取这样的观点以后，不仅我们研究的问题会容易地得到解决，同时还会获得一种能应用于有关问题的普遍方法。
在讨论数学问题时，我们相信特殊化比一般化起着更为重要的作用。可能在大多数场合，我们寻求一个问题的答案而未能成功的原因是，有一些比手头的问题更简单、更容易的问题还没有完全解决或完全没有解决。这时，一切都有赖于找出这些比较容易的问题，并使用尽可能完善的方法和能够推广的概念来解决它们。

4、猜测

观察下面的结果：

三角形面积：
[image: image102.wmf]1
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Sha
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，h=高，a=底；
四面体体积：
[image: image103.wmf]2
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VhS

=

，h=高，S2=底面积。
我们猜测，

4维单体超体积：
[image: image104.wmf]3
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，h=高，V3=体积；
n维单体超体积：
[image: image105.wmf]1
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，h=高，Vn–1=(n–1)维单体体积。这个猜测对吗？
5、类比是认识高维空间的必由之路

	空间维数
	点的表示
	坐标轴

	1
	x
	1条

	2
	(x1, x2)
	2条，互相垂直

	3
	(x1, x2, x3)
	3条，互相垂直
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	n
	(x1, x2, …, xn)
	n条，互相垂直


再看圆的推广：

	空间维数
	方程
	图形
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正是解析几何的发明，使人们可以借助类比，从3维空间进入到高维空间。解析几何使我们把几何性质变成代数性质，然后通过类比把代数性质移植到高维。例如，圆



[image: image116.wmf]22
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上两点(x, y), (–x, y)的对称性由它们都满足方程来表示。在4维空间中，
[image: image117.wmf]1234
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与
[image: image118.wmf]1234
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都满足方程
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，
就表示它们关于4维超球对称。这样，我们已将几何对象转化为代数对象，并赋予某些代数性质以几何意义。这使我们可以借助形象思维处理代数问题。

习题八：
1．对于函数[image: image124.wmf]()

yfx

=



是奇函数”的（）
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轴对称”是“[image: image122.wmf]()
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的图象关于[image: image121.wmf]x
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A．充分不必要条件  B．必要不充分条件 C．充要条件   D．既不充分也不必要条件

解：若[image: image130.wmf]y



轴对称，但不一定是奇函数，应选B
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的图象关于[image: image128.wmf]()
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轴对称；反之不成立，比如偶函数[image: image126.wmf]()
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的图象关于


是奇函数，则
2．下列4个命题

[image: image131.wmf]1

11

:(0,),()()

23

xx

px

$Î+¥<

          

[image: image132.wmf]2

:(0,1),

px

$Î


[image: image133.wmf]x

2

1

log

＞
[image: image134.wmf]x

3

1

log


[image: image135.wmf]3

1

p:(0,),()

2

x

x

"Î+¥>


[image: image136.wmf]x

2

1

log

           [image: image137.jpg]


  [image: image138.jpg]


      

[image: image139.wmf]4

11

:(0,),()

32

x

px

"Î<


[image: image140.wmf]x

3

1

log


其中的真命题是（）
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解：  取
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   当
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正确，选择D

3．甲、乙、丙三位同学被问到是否去过A，B，C三个城市时，

甲说：我去过的城市比乙多，但没去过B城市；

乙说：我没去过C城市；

丙说：我们三人去过同一个城市.

由此可判断乙去过的城市为         .

解：由丙说可知，乙至少去过一个城市，由甲说可知，甲去过A，C两城市且比乙多，所以乙只去过一个城市，由乙说知，乙只去过城市A
4．设函数


，观察：
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根据上述事实，由归纳推理可得：当[image: image165.wmf]1
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以此类推可得
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5．设
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是已知平面
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上所有向量的集合，对于映射
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称为平面
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上的线性变换。现有下列命题：
①设
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是平面
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②对
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③若
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上的线性变换；
④设
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是平面
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其中真命题是              （写出所有真命题的序号）
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6．如图，点
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为斜三棱柱
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  (1) 求证：
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  (2) 在任意
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中有余弦定理：
[image: image221.wmf]DFE

EF

DF

EF

DF

DE

Ð

×

-

+

=

cos

2

2

2

2

. 拓展到空间，类比三角形的余弦定理，写出斜三棱柱的三个侧面面积与其中两个侧面所成的二面角

之间的关系式，并予以证明.
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解：(1) 
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   (2) 在斜三棱柱
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其中
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 由于
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7．已知抛物线


.
(1) [image: image243.wmf]ABBCCA
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的值；
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在坐标原点，求[image: image241.wmf],,
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，若点[image: image240.wmf],,
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所在直线的斜率分别为[image: image239.wmf]ABC

D



的三边[image: image238.wmf]F



上，记


的三个顶点在抛物线
(2) 请你给出一个以[image: image245.wmf]F



上的动点的多边形，写出多边形各边所在直线的斜率之间的关系式，并说明理由．


为顶点，且其余各顶点均为抛物线
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满足: 
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的通项公式;
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(Ⅱ)证明:数列


中的任意三项不可能成等差数列.
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，化简得
由于


，所以上式左边为偶数，右边为奇数，故上式不能成立，导致矛盾。

故数列


中的任意三项不可能成等差数列
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