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16｜课程回顾与总结（下）
2020-10-21 卢誉声

动态规划面试宝典 进入课程

讲述：卢誉声
时长 15:20 大小 14.05M



你好，我是卢誉声。今天我们来继续课程总结，重点回顾几类经典的动态规划问题，并尝

试使用我们的解题框架去解决它们。这几类问题我们前面都详细讲过，再带你巩固一遍。

经典的动态规划问题

动态规划的问题主要分为三类：

下面我们分别来看看这几类问题的代表性问题。

求最优解（最大值和最小值）：从一系列方案中寻找最优解决方案；1.

求方案总数：计算满足要求的解决方案的数量；2.

求可行性（True 或 False）：确定提出的问题是否存在可行方案。3.





 下载APP 
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1. 背包问题

首先我们来看下背包问题，背包问题是一类非常经典的最优化问题，一般都是希望得到背

包可以容纳的最大物品价值，是求最优解的问题代表。

背包问题有很多类，常见的背包问题有 0-1 背包、完全背包、多重背包等，再多就是在这

些问题上的变种和延伸。但是无论是什么问题，基本都逃不过一个标准的题目描述模板。

问题：给你一个可放总重量为 W 的背包和 N 个物品，对每个物品，有重量 w 、价值 v 和

数量 3 个属性，那么第 i 个物品的重量为 w[i]，价值为 v[i]，数量为 k[i]（k≥1）。现在让

你用这个背包装物品，问这个背包最多能装的价值是多少？

让我们来将几类背包问题对号入座，套入这个模板里面。

首先是 0-1 背包，所谓 0-1 背包就是每个物品最多只能选择 1 个，所以要不选择 0 个，要

不选择 1 个，因此我们称之为 0-1 背包。所以 0-1 背包也就是说所有物品的数量 k[i] 都为 

1。

接着是完全背包，所谓完全背包就是每个物品的数量都是无限的，这种情况下我们可以认

为物品的数量 k[i] 都是正无穷，或者认为 k[i] 最大值为 W/w[i]，其中 W 是背包的容量，

w[i] 是物品的重量，背包里的物品数量是不可能大于 W/w[i] 的。

最后就是多重背包，所谓多重背包就是给予每个物品固定的数量，也就是指定了 k[i]。这也

就是问题模板本身。

所以无论是 0-1 背包还是完全背包，其实都是多重背包的特例，只要我们知道背包问题的

模板是什么样子，然后就可以知道解决所有背包问题的套路。

下面我们根据动态规划解题框架来给出背包问题的解题框架。

首先，我们确定初始化状态。当背包的容量为 0 时肯定无法选择物品，此时物品数量为 

0，同时如果压根儿就没有物品可选，那么自然背包的重量也为 0。也就是当没有物品时重

量为 0；而重量为 0 时显然物品数量也为 0。

接着，我们确定状态参数，也就是会影响我们进行决策的变量：
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因此，当前背包内的物品数量 N 和背包还能装下的重量 W 就是这个动态规划问题的状态

参数。

然后，我们再来看如何进行决策。这里的区别，由于每种物品的数量为 k[i]，因此我们可以

将同一种物品多次放入背包。

因此，对于第 tn 种物品，我们有 k 种选择（其中 0 ≤ k[tn] * w[tn] ≤ W）：我们可以从 

0 开始，拿第 0 件、第 1 件、第 2 件……直到第 (W / w[tn]) 件物品为止。然后在这么多子

问题下，选择最优的那一种情况。

所以，我们可以看出，背包问题决策的核心在于，针对一种物品，它需要考察拿不同数量

的情况下的最优解。也就是针对当前物品，应放入多少件当前物品，价值最大。

最后，动态规划是需要一个备忘录来加速算法的。由于有两个状态参数，因此我们考虑使

用二维数组来存储子问题的答案。跟之前一样，为了通用起见，我将其命名为 DP[tn]

[rw]，它的含义是：背包容量还剩 rw 时，放入前 tn 种物品时的最大价值。

现在，我们根据解题分析写出通用的背包状态转移方程。它是这样的：

我们对号入座，根据这个通用的状态转移方程来看看 0-1 背包和完全背包的状态转移方

程。

首先是 0-1 背包，在 0-1 背包中 k[tn] 固定为 1，因此如果将 k[tn] 替换为 1，方程可以简

化为：

背包内物品的数量 N 在增加，它是一个变量；

同时，背包还能装下的重量 W 在减少，它也是一个变量。

DP (tn, rw) =  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧ 0, tn <= 0

0, rw <= 0
DP (tn − 1, rw), rw < w[tn]

max{DP (tn − 1, rw − k ∗ w[tn]) + k ∗ v[tn]}, (0 ≦ k ≦ m
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同时，由于 k 其实只有两种取值，一种是 0，一种是 1。如果 k 为 0，表示不放入该物

品，因此 DP(tn,rw) 的结果为 DP(tn-1,rw)，如果 k 为 1，表示放入该物品，因此 

DP(tn,rw) 的结果为 DP(tn-1, rw-w[tn])+v[tn]，我们需要从中取最大值，因此 DP(tn,rw) 

的最终结果就是两者最大值，所以最后方程可以被简化成如下所示：

接下来是完全背包问题。完全背包问题中只不过将 k[i]变成了无穷大，对整个方程并没有什

么其它影响，因此我们可以直接将状态转移方程改写为：

这里只是将方程中 k 的最大值调整为 rw/w[tn]，这是因为每个物品有无穷多个，所以到底

最多能放下多少物品取决于背包的剩余重量除以物品重量。背包的模板代码如下所示。

Java 实现：

DP (tn, rw) =  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧ 0, tn <= 0

0, rw <= 0
DP (tn − 1, rw), rw < w[tn]

max{DP (tn − 1, rw − k ∗ w[tn]) + k ∗ v[tn]}, (0 ≦ k ≦ m

DP (tn, rw) =   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧ 0,

0,
DP (tn − 1, rw),

max(DP (tn − 1, rw − w[tn]) + v[tn],DP (tn − 1, rw)),

DP (tn, rw) =  

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪⎧ 0, tn <= 0

0, rw <= 0
DP (tn − 1, rw), rw < w[tn]

max{DP (tn − 1, rw − k ∗ w[tn]) + k ∗ v[tn]}, (0 ≦ k ≦ r

复制代码
1

2

3

4

5

6

7

8

int bag(int[] w, int[] v, int[] k, int N, int W) {
  // 创建备忘录
  int[][] dp = new int[N+1][W+1];
  
  // 初始化状态
  for (int i = 0; i < N + 1; i++) { dp[i][0] = 0; }
  for (int j = 0; j < W + 1; j++) { dp[0][j] = 0; }
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C++ 实现：

至于如何通过这个模板得到 0-1 背包和完全背包代码，就要看你能不能理解整个模板的思

路，举一反三自己写出实际的代码了。

2. 路径问题

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

  // 遍历每一件物品
  for (int tn = 1; tn < N + 1; tn++) { 
    // 背包容量有多大就还要计算多少次
    for (int rw = 1; rw < W + 1; rw++) { 
      dp[tn][rw] = dp[tn-1][rw];
      int maxK = Math.max(k[tn], rw / w[tn]);
      // 根据rw尝试放入多次物品，从中找出最大值，作为当前子问题的最优解
      for (int k = 0; k <= maxK; k++) {
        dp[tn][rw] = Math.max(dp[tn][rw], dp[tn-1][rw-k*w[tn]] + k*v[tn]);
      }
    }
  }
  return dp[N][W];
}

复制代码
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

int DP(const std::vector<int>& w, const std::vector<int>& v, const std::vector
  int dp[N+1][W+1]; // 创建备忘录
  memset(dp, 0, sizeof(dp)); 
  
  // 初始化状态
  for (int i = 0; i < N + 1; i++) { dp[i][0] = 0; }
  for (int j = 0; j < W + 1; j++) { dp[0][j] = 0; }

  // 遍历每一件物品
  for (int tn = 1; tn < N + 1; tn++) { 
    // 背包容量有多大就还要计算多少次
    for (int rw = 1; rw < W + 1; rw++) { 
      dp[tn][rw] = dp[tn-1][rw];
      int maxK = max(k[tn], rw / w[tn]);
      // 根据rw尝试放入多次物品，从中找出最大值，作为当前子问题的最优解
      for (int k = 0; k <= maxK; k++) {
        dp[tn][rw] = max(dp[tn][rw], dp[tn-1][rw-k*w[tn]] + k*v[tn]);
      }
    }
  }
  return dp[N][W];
}



2020/10/28 16｜课程回顾与总结（下）

https://time.geekbang.org/column/article/297232?utm_source=time_web&utm_medium=menu&utm_term=timewebmenu 6/14

在第 10 课中介绍的路径问题是求解总方案数量的经典代表问题。我们回顾一下这个问题

的内容和描述。

问题：一个机器人位于一个 m * n 网格的左上角 （起始点在下图中标记为“开始” ），机

器人每次只能向下或者向右移动一步，现在机器人试图达到网格的右下角（在下图中标记

为“结束”）。问总共有多少条不同的路径？

上图是一个 7 * 3 的网格，我们希望知道从起点到终点能有多少条不同的路径。

首先确定初始化状态。从原问题可以看出，初始化状态是网格的第一行和第一列。网格的

第一行永远只能从左侧的格子往前走，第一列永远只能从上方的格子向下走。由于我们只

能向右或向下走，因此，第一行和第一列的格子永远只能存在 1 条路径。

复制代码
1

2

3

4

5

6

7

8

示例：

输入：m = 3, n = 2
输出： 3 
解释: 从左上角开始，总共有 3 条路径可以到达右下角：
1. 向右 -> 向右 -> 向下
2. 向右 -> 向下 -> 向右
3. 向下 -> 向右 -> 向右
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接着确定状态参数。原问题的状态参数其实就是格子的行数和列数，只要知道行数 i 和列

数 j 就能知道这个格子的路径数量。因此，我们得到两个状态参数，分别是代表行数的 i 和

代表列数的 j。

然后就要进行状态存储。这里我们的状态存储空间是一个二维数组 DP[i][j]，表示第 i 行、

第 j 列的路径数量。你可以通过以下图示加深理解。

从表格中我们可以看出，第一行和第一列是格子的序号。其中填写了 1 的格子，就是初始

状态，深色的格子就是 DP[i][j]，表示第 i 行、第 j 列的路径数量。我们可以计算一下，这

个格子的路径数量是 DP[i-1][j] + DP[i][j-1]。

现在一切就绪，我们来写状态转移方程。

这个状态转移方程由初始状态和后续的状态转移构成。当 i 和 j 为 0 时（假定格子从 0 开

始而不是 1 开始），函数结果就是 1；否则，就是 DP[i- 1][j] + DP[i][j-1]。

现在可以根据状态转移方程写出代码。

Java 实现：

DP (i, j) =   { DP [i − 1][j] + DP [i][j − 1],
1,

if  i  = 0 or j  = 0 
i = 0 and j = 0

复制代码
1

2
int getPathCount(int m, int n) {
    int[][] dp = new int[m][n];
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C++ 实现：

在第 10 课中，我还提到了考虑障碍物的路径规划问题，大家可以去回顾一下，和不带障

碍物的问题的解决方案其实没有本质区别。

3. 跳跃游戏

前面我们回顾了最优解和方案总数的代表性问题，现在我们再回顾一下可行性问题（True 

或 False）。这类问题其实一般涵盖在第一类和第二类的问题解决思路中，我们完全可以通

过问题的转化，将其它类型的问题转化成求可行性问题。

现在我们看一下学习过的代表性问题——跳跃游戏。

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13
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    // 初始化状态
    for (int i = 0; i < m; i ++) { dp[i][0] = 1; } 
    for (int j = 0; j < n; j ++) { dp[0][j] = 1; }

    for (int i = 1; i < m; i ++) { // 状态转移过程
        for (int j = 1; j < n; j ++) {
            dp[i][j] = dp[i - 1][j] + dp[i][j - 1];
        }
    }

    return dp[m - 1][n - 1]; // 输出答案
}

复制代码
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

int GetPathCount(int m, int n) {
    int dp[m][n];

    // 初始化状态
    for (int i = 0; i < m; i ++) { dp[i][0] = 1; }
    for (int j = 0; j < n; j ++) { dp[0][j] = 1; }

    for (int i = 1; i < m; i ++) { // 状态转移过程
        for (int j = 1; j < n; j ++) {
            dp[i][j] = dp[i - 1][j] + dp[i][j - 1];
        }
    }

    return dp[m - 1][n - 1]; // 输出答案
}
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题目：给出一个非负整数数组 A，你最初定位在数组的第一个位置。数组中的每个元素代

表你在那个位置可以跳跃的最大长度。判断你是否能到达数组的最后一个位置。

首先确定初始化状态。这个问题的初始化状态就是 0 这个位置。因为这个位置是出发点，

因此肯定可以到达，所以我们可以将其初始化成 True。而对其它位置，则可以根据状态转

移方程来计算得出。

接着确定状态参数，只有数组的位置是变化的，因此状态参数就是当前位置 i。

然后是状态存储，由于只有一个状态参数，因此我们可以使用一维数组 DP[i] 来表示能否

从出发点到达位置 i。

最后确定状态转移与决策。如果我们想要知道能否到达位置 i，就需要逐个看前面的位置，

判定能否从位置 i-1、i-2、i-3 … 跳到位置 i 上。然后，再看 i-1 这个位置是否能够到达。

通过以上分析，我们就可以给出状态转移方程的定义了。

代码如下所示，具体代码以及解释可以参见第 10 课。

Java 实现：

复制代码
1

2

3

4

5

示例1：

输入：A = [2, 3, 1, 1, 6]
输出： True
解释: 我们可以先跳 1 步，从位置 0 到达位置 1, 然后再从位置 1 跳 3 步到达最后一个位置。

DP [i] =   { True,
(DP [j] = true) and (max(A[j] + j) ≥ i),

i = 0
i  = 0 and j < i

复制代码
1

2

3

4

public boolean canJump(int[] nums) {
    int n = nums.length;
    if (n <= 1) { return true; }
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C++ 实现：

4. 其它问题

除了上面提到的几类代表性问题，还有两类问题是需要你重点关注的，分别是子数组问题

和子序列问题。

5

6

7

8

9
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    boolean[] dp = new boolean[n];
    // 初始化状态
    for (int i = 0; i < n; i++) { dp[i] = false; }
    dp[0] = true;

    for (int i = 1; i < n; i++) {
        for (int j = 0; j < i; j++) { // j < i
            if (dp[j] && j + nums[j] >= i) {
                dp[i] = true;
                break;
            }
        }
    }

    return dp[n - 1]; // 输出答案
}

复制代码
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

bool canJump(vector<int>& nums) {
      int n = nums.size();
      if (n <= 1) { return true; }

      bool dp[n]; memset(dp, 0, sizeof(dp));
      dp[0] = true; // 初始化状态

      for (int i = 1; i < n; i++) {
          for (int j = 0; j < i; j++) { // j < i
              if (dp[j] && j + nums[j] >= i) {
                  dp[i] = true;
                  break;
              }
          }
      }

      return dp[n - 1]; // 输出答案
}
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所谓子数组问题，就是从一个数组中寻找满足条件，并可以得到最优结果的一个最长的子

数组序列的问题，子数组序列一定是求一个连续的序列。

而子序列问题要更复杂一些，因为子数组问题是连续的，而子序列问题是不连续的。比如

说字符串 “I wanna keep a giraffe in my backyard” 的一种子序列就可以是 

“Igbackd”。因此子序列问题往往比子数组问题更加难以找到头绪。

关于子数组问题我们在第 8 课和第 12 课有非常详细的讲解，子序列问题我们在第 

9 课和第 11 课中做了详细的陈述，希望你可以重点学习一下这几节课的内容，牢固掌握

这些常见的动态规划题型。

剩下还有各种各样的动态规划问题就需要大家自己在各类 OJ（Online Judge）网站上多多

练习，然后积累经验，让自己可以更加熟练地解决面试中可能出现的动态规划问题了。

动态规划的优化

我们现在回归并总结一下动态规划的优化问题。

动态规划的最终目的是降低问题解决方案的时间复杂度，动态规划在缩小问题规模的同

时，通过备忘录记录已经求解过的子问题的解，利用备忘录避免对同一个子问题的重复计

算，从而减少了冗余。但动态规划往往仍然存在冗余。主要包括求解无用的子问题，对结

果无意义的引用等等。

根据动态规划的状态转移方程分析套路，动态规划的时间复杂度受到三个因素影响：

时间复杂度 = 状态总数 * 每个状态转移的状态数 * 每次状态转移的时间。

因此，我们通常就会通过减少状态总数、减少每个状态转移的状态数或者减少每次状态转

移的时间，来进一步优化动态规划的时间复杂度。

状态总数；

每个状态转移的状态数；

每次状态转移的时间。
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另一方面，我们知道动态规划是一种利用空间换取时间的方法，所以对空间复杂度的优化

也是重中之重。影响空间复杂度的因素主要包括状态总数和每个状态需要存储的数据数

量。因此我们一般会从状态总数和存储数据数量这两方面进行优化。

这里我们会发现，如果我们能够减少状态总数，一般可以同时减少时间复杂度和空间复杂

度，就可以一箭双雕，这就是我们常说的状态压缩。因此我们在初步解决一个问题后会进

一步分析问题的状态参数是否冗余，一旦有冗余就需要进行处理，最后得到比较低的时间

复杂度和空间复杂度。

除了这些方法，还有一些常用的技巧会用在空间复杂度优化上，比如常见的就是滚动数

组，简而言之，一个问题求解的时候可能只会依赖于其前 k 个子问题，这种情况下我们的

备忘录就只需要永远保留 k+1 项的结果，然后通过滚动数组的方式利用备忘录。我们在做

很多问题优化的时候都使用了这种技巧，你可以回顾一下。

但是无论如何，动态规划的优化是比写出基础的动态规划方程更难的能力，因此需要大家

做每一道动态规划题目的时候都尽量去思考问题是否适用于动态规划，是否有多余的状态

参数，状态存储空间是否能压缩等等，只有遇到过更多的问题，积累了更多经验，才能在

面试中游刃有余。

课程总结

动态规划思想是如今技术面试当中特别爱考察的一类重要问题，它出现在技术面中的比重

与日俱增。因此，我们有必要有针对性地攻破这一难关，特别是系统的经验总结，外加适

当强度的练习。

我在第 14 课总结了刷题指南，希望你能够沿着本专栏的整体思路，去尝试解决那些问

题。你最终一定会发现，所有的问题都能够追溯到我为你总结的解题模板上去。刷题的目

的在于灵活运用动归解题模板，养成解题思路和习惯，那么你的目标、我的目标，就都达

成了。

课后思考

除了我今天为你勾勒出的动态规划知识点总结外，你觉得还有什么知识点是值得关注的？

不妨谈谈你的心得体会。
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提建议

© 版权归极客邦科技所有，未经许可不得传播售卖。 页面已增加防盗追踪，如有侵权极客邦将依法追究其法律责任。

期待你的留言。如果今天的内容对你有所帮助，也欢迎把文章分享给你身边的朋友，邀请

他一起练习！

上一篇 15｜课程回顾与总结（上）

下一篇 结束语｜在我家的后院养长颈鹿

由作者筛选后的优质留言将会公开显示，欢迎踊跃留言。

精选留言  写留言
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