
 

 

清华大学大学数学竞赛培训教材 

1，2，3，5 章及其经典习题 
第一部分  例题精讲与习题 

 
 

第一章  极限与连续性 
 
1.1 基本概念与内容提要 
 
1）.极限存在的条件：左极限等于右极限。 

相关联的题型：（1）函数连续性和可导性的判断及应用；（2）求函数的间断点：①

第一类间断点（左右极限存在）：a>可去间断点：左右极限存在且相等但函数在该点无

定义或函数值不等于极限值。b>跳跃间断点：左右极限存在但不相等。②第二类间断点：

除第一类间断点以外所有的间断点；（3）用定义求导数，若
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。所以，判断可导性就是判断极限
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是否存在；(4)求函数的渐近线：①水平渐近线：  lim
x

f x A


 ，则

y=A 是 f(x)的水平渐近线；②铅直（垂直）渐近线：  
0
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x x

f x


 ，则 0x x 是  y f x

的铅直（垂直）渐近线；③斜渐近线：y kx b  其中
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k b f x kx

x 
     ；

④斜渐近线最多有两条，水平渐近线最多有两条，水平渐近线与斜渐近线的总条数最多

有两条。 

2）.连续函数的极限 

3）.常用极限：  lim 1 0 ,lim 1,lim cot 0,n n
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4）.极限的四则运算 
5）恒等变形、约去零因子、有理化等常用化简方法 
6）.极限存在准则（夹逼定理、单调有界定理） 

7）.两个重要极限及其变形：  
1
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lim 1,lim 1 x
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x
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8）.洛比达法则（重点），常与洛比达法则一起交替使用，常考的共有七种不定式极限： 



 

①
0

0
型，常用方法：约去零因子；等价无穷小替换；变量代换；洛比达法则；恒等变形 

②



型，常用方法：分子分母同时除以最高次幂项；变量替换；洛比达法则 

③ 型，常用方法：通分；倒代换；有理化 

④0  型，常用方法：变形；变量代换；取倒数化为



型 

⑤
00 型，常用方法：取对数化为0  型；恒等变形；变量代换 

⑥
0 型，常用方法：取对数化为 0  型；恒等变形消除不定式；利用重要极限
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0
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  ；等价替换 

⑦1型，常用方法：取对数化为0  型；利用重要极限  
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0
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9）. 无穷小得比较 

设      
0 0

lim 0, lim 0, 0
x x x x

x x x  
 

   ，则    ,x x  即为无穷小量， 

（1）若
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x

x




 ，则称当 0x x 时  x 是比  x 高阶的无穷 

小，记为    x o x    ，或者说当 0x x 时  x 是比  x 低阶的无穷小； 

（2）若
 
   
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x x
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C C

x




  ，则称当 0x x 时  x 是与  x 同 

阶的无穷小。特别的，当 C=1 时，称当 0x x 时  x 与  x 是等价无穷小，记为

    0x x x x   ； 

（3）若
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


  ，则称当 0x x 时  x 是与  x  

的 k 阶无穷小。 
等价无穷小替换求极限（注意：有界函数与无穷小的积是无穷小）：等价无穷小是 

指在乘积型极限中，一个无穷小因式可以用与它等价的无穷小因式代替。 

常用等价无穷小：当 0x  时，  sin , tan , 1 ,ln 1 ,xx x x x e x x x      

 21 1
1 cos , 1 1 , 1 ln , 1 1 ,arcsin ,

2

a x nx x x ax a x a x x x x
n

             

arctan x x 。注意：高阶无穷小、k 阶无穷小的判断及应用。 
补充：无穷大量比较： 
① 当 n  时 ， 无 穷 大 的 阶 数 由 低 到 高 排 列 为 ：

     ln , 0 , 0 , 1 ,n nn n n a a n       ； 

② 当 x  时 ， 无 穷 大 的 阶 数 由 低 到 高 排 列 为 ：

     ln , 0 , 0 , 1 ,x xx x x a a x       。 



 

9）.利用泰勒公式、中值定理求极限，求极限常用迈克劳林公式有： 
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10） .利用定积分的定义求极限 
11） 证明数列极限存在的方法：①夹逼定理②单调有界定理③级数敛散法：若级数

 1
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n n
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a a



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 收敛，则 lim n
n

a


存在④级数收敛的必要条件：若级数
1

n
n

a



 收敛，则

lim 0n
n

a


 。 

补充：给定数列 na ，则 lim nn
a


存在的充要条件是级数  1

1
n n

n

a a





 收敛。 

所以，判断数列的敛散性可以转化为判断级数的敛散性。 

12） 抓大头公式：
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，数列极限也可用。 

13） 中值定理求极限：关键是将欲求的极限写成中值定理的形式，在求函数式具有

规律比或其分子分母之项具有中值定理那样的关联或函数式非常复杂难以化简时，

尤其是像求类未定的极限如  lim sin 1 sin
x

x x


  ，可以考虑使用中值定理。 

14） 利用级数收敛的必要条件求极限：若  
1n

f n



 收敛，则    lim lim 0

n x
f n f x

 
  。 

求极限可以转化为求定积分、判断级数的敛散性等。 
 

 

1.2 例题选讲 

 



 

例 1：
tan sin

0
lim

sin

x x

x

e e

x x




。 

解：方法一：由拉格朗日中值定理得  tan sin tan sinx xe e e x x   ，其中在sin x

与 tan x之间，当 0x  时 0, 1e    

 tan sin 2

0 0 0

tan sin sec cos
lim lim lim

sin sin 1 cos
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x x x

e x xe e x x

x x x x x


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 
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2 2

0 0 0

1 cos
limsec lim lim 1 cos cos 3

1 cosx x x

x
x x x

x  


    


 

方法二：先处理一下，在使用等价无穷小和洛比达法则 

 sin tan sintan sin

0 0 0

1 tan sin
lim lim lim 3

sin sin sin

x x xx x

x x x

e ee e x x

x x x x x x


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例 2.求
1

2

0
lim

1

n

n

x
dx

x  。 

解：
1

0,
2

      
使得

 
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0 1 2 1

n nx
dx

x





  ，
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例 3.设 2 2 2:rD x y r  ，则  2 2

20

1
lim cos

r

x y

r
D

e x y dxdy
r

 


 =___________. 

解：  , rD   使得    2 2 2 22cos cos
r

x y

D

e x y dxdy r e          ， 

当 0r  时    , 0,0   ， 

   2 2 2 2

2 00
0
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lim cos lim cos

r
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e x y dxdy e
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 




   


   
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

      

例 4.
lim (cos cos cos )



   2 2 22 1

n

n

n n n n

   
                 . 

12 2 2 2
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1
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sin 2 11 cos 2 2
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xdx
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     
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例 5.求极限  
1

1
lim 1

n
k
n

n k
n k nC



 
     。 

解：当 1k n  时，
  

     2 2

1 2 ...21 1 1

1 2 3 ...k
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   
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1 1
0 1

k
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n k
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nC n

 
      



 

 
1

2 2
1

1 1 2 1
0 1

n
k
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k

n n
n k nC

nn n





            

即  
1

2
1

2 1
0 1

n
k
n

k

n
n k nC

n





       ，又
2

2 1
lim 0
n

n

n


 ， 

由夹逼定理得  
1

1
lim 1 0

n
k
n

n k
n k nC



 
       

例 6.证明：数列 7, 7 7 , 7 7 7 , 7 7 7 7 ,...      收敛，并

求其极限。 

证明：设该数列通项为 nx ，则 2 7 7n nx x    ，令   7 7f x x   ，

则 f(2)=2，      2 2, 2 2n n n nx f x x f x f     ，由拉格朗日中值定理得： 

存在介于 x，2 之间，使得       '2 2f x f f x   ， 

  1

4 7 7 7
f x

x x
 

  
 、

， 

     '
2 2 2 2n n n nx f x f f x      ，由题意得0 7nx  ， 

  1 1
0 7, 1

4 7 7 7 4 7 7 14
n n

n n

f 
 

     
   

、
 

即  '
nf  ，则 2 2 2 ,0 1n nx x        

1
2 22 2 ,k

kx x      

由
1

2 20 2 2k
kx x     且

1
2lim 2 0k

k
x 


  ， 

由夹逼定理得 2lim 2 0k
k

x


  即 2lim 2n
n

x


 ，同理可得 2 1lim 2n
n

x 
 ， 

所以， lim 2n
n

x


 ，即原数列的极限为 2。 

例 7.设函数   3

2

2 1, 1

, 1 2

4, 2

x x

f x x x

x x

  


   
  

，又设 ,  分别是  y f x 的反函数 

 y g x 的不可导点中横坐标最小者和最大者。求： 

（1）求 ,  ；（2）设    
0 1

2 1
, , , 0,1,2,...

2
n

n
n

x
x x n

x
  


  


，求 lim n

n
x


。 



 

解：（1）  
 
1

g x
f x

 、

、
，g(x)的不可导点即  f x、

不存在或   0f x 、
的点的

取值，显然  ' 0 0f  ，又       2

2 2

2 4
2 8, lim lim 4

2 2x x

f x f x
f

x x  

 
  

 
 ， 

    3

2 2

2 8
lim lim 12,

2 2x x

f x f x

x x  

 
  

 
 2f 、

不存在，同理可得  1f 、
不存

在，  g x 在      1 2 30 0, 1 1, 2 8x f x f x f        处均不可导， 

1, 8      

（2）由题意得  1

2 2
2 2

2
n n

n

x x
x




  


， 

 1

2 2
2 2 2 2 2

2
n n n

n

x x x
x




      


， 

  00 2 2 2 2
n

nx x      ，又   0lim 2 2 2 0
n

n
x


   ， 

lim 2 0, lim 2n n
n n

x x
 

      

例 8.求极限
2

1

1
lim

1

n

n i i
n

n

 





。 

解：
 22 2

2 2 2

11
,

ii i

n n n


   由介值定理得

1
,i

i i

n n
    

 
使得

2
2

2

1
i

i

n
 

 ， 

1 1

2 2 2 2
1 1 1

2

1
0 2

1 1 1 1 1 1
lim lim lim lim

1 1 1 1
1

1

41

n n n

n n n ni i i in ni i n
n n

n nn

dx
x





 

     
     

     

 


 

例 9.求极限
 

2

1

2
lim

1

n n
k
n

n k
k C

n n



 



。 

解：  1 2 1 1
1 1 1

1 1 1
1

n n n
k k k k k
n n n n n

k k k
kC nC k C n k C n C  

  
  

        

   2 2 1 2

1
1 2 2 1 2

n
k n n n
n

k
k C n n n n n  


          



 

 
2

1

2 1
lim

1 4

n n
k
n

n k
k C

n n



 
 


 

例 10.求极限
1

2
1

lim 1 sin
n

n k

k k

n n



 

   
 

。 

解：由泰勒公式得
2 2 2

1
sin

k k
o

n n n

      
 

， 

 

1 1

2 2
1 1

1
0

1 3 1 1
lim 1 sin lim 1 lim

2

5
1

6

n n

n n nk k

k k k k n
o

n n n nn n

x x dx

 

 

 

   

               
     

  

 

例 11.当 0x  时，无穷小量   5 32 23 5f x x x x x    关于 x 的阶为______。 

解：

1
1 5 1 5 55

5 2 3 15 3 15 3 31
1 1

5
x x x x x x o x

    
                 

 

1
1 9 1 9 93

3 2 5 15 5 15 5 51
1 1

3
x x x x x x o x

    
                 

 

 
1 5 9 5 9

15 3 5 3 51 1

5 3
f x x x x o x o x

    
                

是关于 x 的
1 5 26

15 3 15
  阶。 

例 12.设函数 f(x)满足    0 1, lim
x

f f x A


  ，且  
 

1
x

f x
e f x




、
 

 0x  ，求证：1 1 ln 2A   。 

证明：由  
 

1
0

x
f x

e f x
 


、

得 f(x)单调递增，    0 1f x f   ， 

 
 

    0

1 1
, 0 ln ln 2

1 1 1

x
x

x x t x

dt e
f x f x f

e f x e e e
      

   
、

 

 1 1 ln 2 ln , 1 1 ln 2
1

x

x

e
f x A

e
        


。 



 

例 13.求函数  
2

lim 1
2

n

nn
n

x
f x x



 
    

 
的表达式。 

解：当 1x  时 f(x)=1；当 2x  时  
2 2

2

2 2
lim 1

2 2

n n

n
n

x x
f x

xx

         
   

； 

当1 2x  时   1
lim 1

2

n

n
nn

x
f x x x

x

     
 

； 

当 2 1x    时，若 n 为偶数   1
lim 1

2

n

n
nn

x
f x x x

x

       
 

， 

若 n 为奇数   1
lim 1 ,

2

n

n
nn

x
f x x x

x

     
 

 

当 2 1x    时该极限不存在，即  f x 不存在； 

又     11 1, 2 lim 1 2 2n n

n
f f 


    ， 

当 1x   时，若 n 为偶数  1 1f   ，若 n 为奇数    1
1 , 1

2
f f    不存在； 

当 2x   时，若 n 为偶数  2 2f   ，若 n 为奇数    2 1, 2f f    不存在； 

故，  
2

1, 1 1,

,1 2,

, 2 2
2

x

f x x x

x
x x


   
  

   


或

，其定义域为   , 2 1,      

例 14.已知

12

12

3 5 17 1 2
...

2 4 16 2

n

n n
x






     ，则 lim n

n
x


=_________。 

解：分子      12 2 4 2 22 1 2 1 2 1 ... 2 1 2 1
n n

       ， 

分母
2 11 2 2 ... 2 2 12 2

n n      ， 

2

2 1 2 1

2 1 1
lim lim lim 2 2

2 2

n

n n nn n n
x

   

 
     

 
。 



 

真题演练：设     2 21 1 ... 1 ,
n

nx a a a    其中 1a  ，求 lim n
n

x


。 

答案：
1

lim
1n

n
x

a



 

例 15.求

 
2 2

20 2

1
1 1

2lim
cos sinx x

x x

x e x

  


。 

解：由迈克劳林公式得：  2 2 4 41 1
1 1

2 8
x x x o x      

   22 2 2 21
cos 1 , 1

2
xx x o x e x o x       

   22 2 4 4 2 21 1 3
1 1 ,cos

2 8 2
xx x x o x x e x o x           

 
 
 

4 42 2

20 02 2 2 2

1 11
1 1 18 82lim lim

33 12cos sin
22

x xx

x o xx x

x e x x x o x
 

  
    

     

 

例 16.求
lnln

lim
ln

n

n

n

n n

n n

 
  

。 

解：

ln 2

ln 2ln lnln 2ln 2
lim lim 1 exp lim

ln ln ln

n n n n

n n n n

n n n

n n n n

n n n n n n






  

                   
 

22 2
exp lim exp lim

1ln 1
x x

x
e

x x
x

 

 
         
 

 

例 17.求
  1

11 1
lim 1 ...

2 3

n

n n





 
    

  
 

解：设
  1

11 1
1 ...

2 3

n

nS
n


     ，则 

2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ... ...

2 3 2 3 2 1 2 4 2nS
n n n

                     
 



 

1 1 1 1 1 1
1 ... 2 ...

2 3 2 2 4 2n n
              
   

 

1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 2 2 3n n
               
   

 

1 1 1 1 1 1 1
... ...

1 21 2 1 1 1
nn n n n n

n n n

 
 

              
 

 

1
2 0

1 1 1 1 1
lim lim ... ln 2

1 2 11 1 1
n

n n
S dx

nn x
n n n

 

 
 

           
 

 

2 1 2 2

1
lim lim lim ln 2

2n n n
n n n

S S S
n  

     
 

 

  1
11 1

lim lim 1 ... ln 2
2 3

n

n
n n

S
n



 

 
       

  
 

例 18.设
 

lim 2011
1n

n

n n






 
，求 ,  的值。 

解：

 1 1
1 1

n n

n n
n

  

 




     

 

  

   0
lim lim 2011, 0, 0

1 1 1n x

n x

n n x

  

 
  



 
      

   
 

又

 
1

0 0 0

1
lim lim lim 2011

1 1x x x

x x
x

xx

   
 

  

 
 

  
  

 
 

1 2010 1
1 0, 2011, ,

2011 2011
   


          

例 19.已知有整数  4n n  使极限  4lim 7 2 0n

x
x x x A





       
，求。 

解：    4 4lim 7 2 lim 1 7 2n n n n

x x
x x x x x x x

   

 

               
 



 

由极限的存在性得
1

1,n n


  ， 

   4

4

0

1 7 2 1
lim 1 7 2 lim

n n

n n

x t

t t
x x x x

t





 

 

         
 

   
4

5 1

0 0

7 2 1 1
lim lim 7 2 0, 5,

5

n n

n n

t t

t t
t t A n

t n


 


 

 


          

例 20.求

3 3 3 3

3 3 3 3

2 1 3 1 4 1 1
lim ...

2 1 3 1 4 1 1n

n

n

    
     

    

解：原式
   23

3 2
2 2

1 1 11 1
lim lim

11 1

n n

n nk k

k kk k

kk k k  

    
  

  
  

 
22 1 2

lim
1 3 3n

n n

n n

 
 


  

例 21.求
 

3 2

1

6 11 5
lim

3 !

n

n k

k k k

k 

  



 

解：原式
 1

1 1
lim

! 3 !

n

n k k k 

 
   

 
 

     
1 1 1 1 1 5

lim 1
2! 3! 1 ! 2 ! 3 ! 3n n n n

 
          

 

例 22.求

2 2 2

3 2 3 2 3 2

1 2
lim ...

1 2n

n

n n n n

 
      

。 

解：设

2 2 2 2

3 2 3 2 3 2 3
1

,
1

n

n
k

k k k k
x

n k n n n k n
  

   
  

又   2

1

1
1 2 1 ,

6

n

k
k n n n


    

  
 

  
 3 2 3

1 2 1 1 2 1

6 6 1
n

n n n n n n
x

n n n

   
  

 
 

又
  
 

  
 3 2 3

1 2 1 1 2 1 1
lim lim

36 6 1n n

n n n n n n

n n n 

   
 

 
 



 

1
lim

3n
n

x


  即

2 2 2

3 2 3 2 3 2

1 2 1
lim ...

31 2n

n

n n n n

 
       

 

例 23.求
 21

2

1
lim

n

n
k n k



 
  

解：原式
2 1

2 2 2 20

1 1 1 1
lim ... lim

1 2 1

n

n n kn n n n n k



  

 
     

    
 

2 1

2 20

1 1 1 2 2 1 2 2
,

1 1

n

k

n n

n n n nn k n k





 
    

  
  

2 1

20

2 2 2 2 1
lim lim 2, lim 2

1

n

n n n k

n n

n n n k



   

 
   

 
  

 21

2

1
lim 2

n

n
k n k



 

   

例 24.求
1! 2! ... !

lim
!n

n

n

  
 

解：
 1! 2! ... 1 !1! 2! ... !

lim 1 lim
! !n n

nn

n n 

     
   

      
 

1! 2! ... 1 ! 2 2 ! 1 ! 2 3
0

! ! 1

n n n n n

n n n n

        
  


  

 
 1! 2! ... 1 !2 3

lim 0, lim 0
1 !n n

nn

n n n 

   
   


 

1! 2! ... !
lim 1

!n

n

n

  
   

例 25.求  2lim sin
n

n n


  

解：原式  2

2
lim sin lim sin 1
n n

n
n n n

n n n


 

    
 

 

例 26.设 f(x)在 R 上连续，
 

lim 0
x

f x

x
 ，求证： R  使得   0f    。 

证明：令    F x f x x  ，则    
lim lim 1

x x

f x
F x x

x 

 
    

 
 



 

   
lim lim 1

x x

f x
F x x

x 

 
    

 
 

0N  使得    0, 0F N F N   ， 

由零点定理得： R  使得   0F   即   0f     

例 27.求

n
nn

n

ba







 
 2

lim  

解：

n
nn

n

ba







 
 2

lim =










 











 






 


2

2

2

2

2

2
1lim

nn

nn

ba

ba
n

nn

n

ba
 

1 1

1 1
ln ln

2 2

2 1 1 1
exp lim exp lim

1 12 2

n n n n

n n

a b

a b a b
n

n n

e ab

 



  
         

       
      

   

 

 

例 28.若函数 )(xf 在 1x 处可导,且 ,1)1(' f  

求
x

xfxfxf
x

)tan31(2)sin21()1(
lim

0




。 

解：
x

xfxfxf
x

)tan31(2)sin21()1(
lim

0




 

=
x

fxffxffxf
x

)]1()tan31([2)1()sin21()1()1(
lim

0




 

=
x

x

x

fxf

x

x

x

fxf
f

xx

tan3

tan3

)1()tan31(
lim2

sin2

sin2

)1()sin21(
lim)1('

00













 

=1+ 9621)3()1('22)1('  ff  

例29. 设 )(xF 除 0x 与 1x 两点外，对全体实数有定义，且满足 x
x

x
FxF 






 

 1
1

)( ， 

求函数 )(xF 。 

解： x
x

x
FxF 






 

 1
1

)(  (1) ，将 x代换成
x

x 1
,   

x

x

x

x

x
F

x

x
F

x

x
x

x

F
x

x
F

121
1

1

11
1

1
1

1 





















 































 

   (2) 

x 代换成
1

1




x
，  

1

2

1

1
1

1

1

1

1

1
1

1

1

1
























































x

x

x
xF

x
F

x

xF
x

F  (3) 

(1)+(3)-(2)得 



 

)1(

)12)(1()2()1(12

1

2
)1()(2

2












xx

xxxxxx

x

x

x

x
xxF =

)1(

123




xx

xx
 

即
)1(2

1
)(

23





xx

xx
xF  

例 30.设 0, 1,2,3,...,na n    

1 2

1 1 2 1 21 (1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )
n

n
n

aa a
x

a a a a a a
   

     



， 

证明: lim n
n

x


存在 

证明：  0, 1,2,...,n na n x   单调增加， 1
1

1
1

1
x

a
 


， 

2
2

1 1 2 1 1 1 2

1 2

1 11 1 1 1
1 1

1 (1 )(1 ) 1 1 (1 )(1 )

1
1

(1 )(1 )

a
x

a a a a a a a

a a

 
      

      

 
 

 

设 1
1 2 1

1
1

(1 )(1 ) (1 )n
n

x
a a a



 
  

 

1
1 2

1 2 1 1 2

(1 )(1 ) (1 )

1
1

(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )

n
n n

n

n n

n n n

a
x x

a a a

a a

a a a a a a a





 
  


  

      



 

1 2

1
1

(1 )(1 ) (1 )na a a
 

  
 

1,nx    nx 单调有界，
0

lim n
x

x


存在. 

例 31. n为自然数, )(xf 在[0, n ]上连续， )()0( nff  ， 

试证：存在 ],0[1, naa  ，使 )1()(  afaf 。 

证明：当n =1, 存在 0a ,使 )1()0( ff  ,结论成立； 

当n >1,令 )()1()( xfxfxg  , )(xg 在[0, n -1]上连续, 存在最小值 m 和最大值 M， 

m    )1()1()0(
1

nggg
n

 M 

由介值定理,存在 ]1,0[  na (即有 ],0[1, naa  ),使 

 )1()1()0(
1

)(  nggg
n

ag   

=     0)0()(
1

)1()()1()2()0()1(
1

 fnf
n

nfnfffff
n

  



 

即有 ],0[1, naa  ,使 )()1()( afafag  =0,即 )1()(  afaf . 

例 32.如果 f(x)是 ,  上的周期函数，且
0

1
lim 0
x

f
x

   
 

，求 f(x)。 

解：对  , , 0x T      使    f x f x nT   

由
0

1
lim 0
x

f
x

   
 

得：      
0

1
lim lim lim 0
n t x

f x f x nT f t f
x  

      
 

 

例 33.求  lim arctan ln sin
x

x x x


   

解：
ln

ln sin 1 sin
x

x x x x x
x

    
 

 ，当 x 时
ln

0,sin
x

x
x

 有界， 

 ln
sin 0, ln sin , lim arctan ln sin

2x

x
x x x x x x x

x




        

例 34.求

2 2
4

2 2

2 5 2 7
lim arctan arctan

1 2x

x x
x

x x

  
   

 

解： x  时

2 2

2 2

2 5 2 7
arctan arctan 0

1 2

x x

x x

 
 

 
 

2 2
4

2 2

2 2
4

2 2

2 5 2 7
lim arctan arctan

1 2

2 5 2 7
lim tan arctan arctan

1 2

x

x

x x
x

x x

x x
x

x x





  
    

  
    

     

2 2

2 2
4

2 2

2 2

4

2 2 2 2

2 5 2 7

1 2lim
2 5 2 7

1
1 2

3 3
lim

51 2 2 5 2 7

x

x

x x

x xx
x x

x x

x

x x x x





 


 
 


 

 
    

  

例 35.求
   

30

cos cos
lim

x x

x

xe xe

x






 

解：原式
30

2sin sin
2 2lim

x x x x

x

xe xe xe xe

x

 



 


  



 

  
30 0

12 22lim lim
2

x x x x

x x x x

x x

xe xe xe xe
e e e e

xx

 
 

 

 
 

     

 2 42 2

0 0 0

11 1 1 4
lim lim lim 2

2 2 2

x xx x

x x x

e ee e x

x x x



  


         

例 36.求      1 2lim ...n
n

x
x a x a a a x


     

解：原式 1 2lim 1 1 ... 1 1nn
x

aa a
x

x x x

                   
 

1 21
lim 1 1 ... 1 1n

x

aa a
x

n x x x

                  
 

    1 2 1 2

0

1 1 ... 1 1 ...
lim n n

t

a t a t a t a a a

nt n

      
   

例 37.求
    

 

3

11

1 1 ... 1
lim

1

n

nx

x x x

x


  


 

解：原式
    

 

3

11

1 1 ( 1) 1 1 ( 1) ... 1 1 ( 1)
lim

1

n

nx

x x x

x


        



 

     

  11

1 1 1
1 1 ... 1

12 3
lim

!1
nx

x x x
n

nx


               


 

例 38.求极限
 4 3 2 3 234

ln
lim 1 1

x

x

x e
x x x x x x x

x

 
         
  

 

解：原式

1 1

4 3

2 3 4 2 3

ln 1
1 1 1 1 1 1 1

lim 1 1
x

x

x
x

e
x

x x x x x x x x

                       
    
  

 

   
1 1

2 3 4 2 34 3

0

1 1
lim
t

t t t t t t t

t

       
  

   2 3 4 2 3

0

1 1
14 3lim

12t

t t t t t t t

t

     
    



 

例 39.设        2
0 1 0 0

1
, , 1, 5, 0, , 2 ,...,

2 2

f y x
F x y F y y y x x F x x

x


       

 1 ,2 , 1,2,...,n n nx F x x n   证明： lim n
n

x


存在，并求此极限值。 

证明：令 x=1 得： 

       22 21 1
1, 5, 1 2 10 1 9

2 2

f y
F y y y f y y y y


           ， 

       22 9
9, ,

2

y x
f y x y x F x y

x

 
      ， 

2 2
0

1 1
0

9 9
, , 1,2,...

2 2
n

n
n

x x
x x n

x x
 

   ， 

1
1 2

1 9 1 9
0, 3, 1 1

2 2
n

n n n
n n n

x
x x x

x x x



  

              
即 13 n nx x   

 nx 单调递减且有下界， lim n
n

x


 存在 

设 lim n
n

A x


 ，对

2

1
9

2
n

n
n

x
x

x


 两边同时取极限得

2 9

2

A
A

A


 ，解得 3A   

lim 3n
n

x


   

例 40.设 1 2 1 1
1 1 1 1 1

, ,...,
2 2 2 2 2n na a a a a     ，求 1 2lim ... n

n
a a a


。 

解：设
2

  ，则 1 2 2

1
cos , 1 cos cos ,...

2 2 2 2
a a

       
 

 

由数学归纳法可得 cos
2

n n
a


 ， 

2

1 2 2

2 cos cos ...cos sin
2 2 2 2lim ... lim cos cos ...cos lim

2 2 2 2 sin
2

n
n n

n nn n n n
n

a a a

   
  

  
    

sin sin sin 2
lim lim

2 sin 2
2 2

n nn n
n n

  
    

   


 

例 41.设  2
1 13, 2 1 2n na a a n    ，求

1 2 1

lim
2 ...

n
nn

n

a

a a a


。 

解：由
2

1 13 1, 2 1n na a a     及数学归纳法得 1na   



 

      
   

2 2 2 2 4 2 2 2
1 1 1 2 2

22 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 2 1 2 1

... 2 ... 1 2 ... 2 2 ...

n n n n n n n n

n n n
n n n n n

a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

    

 
    

       

    
 

得

 
2

2

1 2 1

1
2

2 ...

n

n
n

a

a a a 


 ，又 1na  ，

1 2 1

1
lim 0

2 ...nn
na a a


  ， 

即

 21 2 1

1
lim 0

2 ...n n
na a a


 ， 

     
2 2

2 2 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 1
lim lim lim 2

2 ... 2 ... 2 ...

n n

n n nn n n
n n n

a a

a a a a a a a a a  
  


     

即

1 2 1

lim 2
2 ...

n
nn

n

a

a a a


  

例 42. 设  " 0f 存在，且
 

30

arctan
lim 1
x

x xf x

x


 ，求 

     0 , 0 , " 0f f f、
的值。 

解：由
     2

3 20 0

1
arctan 11 lim lim

3x x

f x xf xx xf x x
x x 

   

、

得： 

   1 0 0 0 1f f     

由

     
   22

2

20 0

2
2 "1

111 lim lim
3 6x x

x
f x xf x

f x xf x xx
x x 

  
   

、
、

得: 

 0 0f 、
,由

 
   22

0

22
"

1
1 lim

6x

f x
f x

xx



  




、

得: 

  
       

0

8
2 2lim " 0 6 3 " 0 8, " 0

3x

f x
f f f

x
        

、

 

      8
0 1, 0 0, " 0

3
f f f    、

 

例 43. 计算 

1

lnlim ( arctan )
2

x

x
x




  



 

解：

2

1ln arctan lim
1 2 1arctan

ln ln 2lim ( arctan ) lim
2

x

xx
xx

x x

x x
x e e


 

          

 
    

 
2

22 2

2 2

2

1

11 1
lim lim lim 1

11 1arctan
2 1

x x x

x

xx x

x xx
x

  



         


  

1
1lnlim ( arctan )

2
x

x
x e

 


    

例 44. 已知 )(xf 在 6x  的邻域内为可导函数, 

且
6

lim ( ) 0,
x

f x



6

lim ( ) 2010,
x

f x


  求极限

6

6

36

( )
lim

(6 )

x

t

x

t f u du dt

x

 
  



 
。 

解：

 

6 6

6

236 6

( ) ( )
lim lim

(6 ) 3 6

x

t x

x x

t f u du dt x f u du

x x 

 
   

  

  
 

   
 

 
   

6
'

6 6

( ) 2
lim lim 2010

6 6 6
x

x x

f u du xf x f x xf x

x 

  
  

  


 

例 45. 求极限

1

10

1
lim .

2 1
arctan

t

t
t

te

te
t






 

解：

1
1

1 10 0

1
1

lim lim lim
22 1 2 1 arctanarctan arctan

t
xt

t t x xt t

ete x et

e x xte e
t t t  

  

 
 

 
 

  

 22 2

1
lim lim 1

2 2 4
arctan

1 1

x x

x xx x

e e
x

e x e
x x  

 


  

  
 


 

例 46. 计算：

  

2

0

0

cos
2lim

tan 1 1

x t

x

x
e tdt x

x x x

 

  


 



 

解：

    

2 2

0 0

0 0

cos cos
2 2lim lim

1tan 1 1 tan
2

x xt t

x x

x x
e tdt x e tdt x

x x x x x x
 

   


   

 


 

2 30 0

20 0

cos 1 cos 1
2lim 2lim

tan tan

cos sin 1 2 sin 2
2lim 2lim

3 6 3

x x

x x

x x x

x x

e x x e x x

x x x x x

e x e x e x

x x

 

 

   
  

 
  

    
 

例 47. 求极限

2

2

20

cos
lim

[2 ln(1 2 )]

x

x

x e

x x x






 

 

解： )(
!4!2

1cos 4
42

xo
xx

x   




2

2x

e )()
2

(
!2

1

2
1 42

22

xo
xx

  )(
82

1 4
42

xo
xx

  

    )(22)()2(
2

1
2)21ln( 2222 xoxxxoxxx   

由此得到： 

原式
222

4
42

4
42

0 )](222[

)](
82

1[)(
!4!2

1
lim

xxoxxx

xo
xx

xo
xx

x 



 24

1

)(2

)(
12

1

lim
44

44

0







 xox

xox

x
 

例 48. 设函数 )(xf 具有二阶连续导函数，且 0)0( f ， 0)0( f ， 0)0( f . 在曲线

)(xfy  上任意一点 ))(,( xfx （ 0x ）作曲线的切线，此切线在 x 轴上的截距记作

，求
0

( )
lim

( )x

x f

f x




 

解：过点 ))(,( xfx 的曲线 )(xfy  的切线方程为： ))(()( xXxfxfY   

注意到由于 0)0( f ， 0)0( f ，所以 0x 时 0)(  xf . 因此切线在 x 轴上的截

距为：
( )

( )

f x
x

f x
  


，且

0 0 0

( )
lim lim lim 0

( )x x x

f x
x

f x


  
  


； 

将 )(xf 在 00 x 处展成泰勒公式得： 

2 2
1 1

1 1
( ) (0) (0) ( ) ( )

2 2
f x f f x f x f x       ， 1 在0 与 x 之间； 

将 x 代入得： 

2 2
2 2

1 1
( ) (0) (0) ( ) ( )

2 2
f f f f f           ， 2 在0 与之间； 



 

2
2

2

0 0 0 0 02 1
1

( )1
( ) ( )( ) (0) ( )2lim lim lim lim lim

1( ) ( ) (0)( )
2

x x x x x

f x
xx f fx f f f x

f x f x f xf x

   
  

    

   
     

 

0 0

( ) ( ) ( ) (0) 1
lim lim

( )( ) (0) (0) 2( )
x x

xf x f x f x f
f xxf x f ff x

x

 

  
     

 

例 49. 
1

1 , 1 1 , ____
1 m

m
x x m

x x    
  

设当 时 是 的等价无穷小 则  

解：
1

11 1

1
1 11lim lim 1

1 21

mm

m mx x

m
x mx m mx x

x x x x



 

         
   


 

    3m   

例 50. 求
1 1 1 1

lim
2 3x n n n n n n n n n

             
 

解：
1 1 1 1

lim
2 3x n n n n n n n n n

             
 

 
1 1

0 0

1 1 1 1

1 2 3 1
1 1 1 1

lim

12
2 ln 1 2 2ln 2

011

x

n
n n n n

n

dx tdt
t t

tx



      


   


         

 

例 51. 已知极限
0

1
2arctan ln

1lim 0
nx

x
x

x C
x


   ，试确定常数n和C 的值。 

解：法 1：
1

ln ln(1 ) ln(1 )
1

x
x x

x


   


 

   
2 3 2 3

3 3[ ] [ ]
2 3 2 3

x x x x
x o x x o x        3 32

2 ( )
3

x x o x   ， 

又  2 2 3 3
2

1 1
1 , arctan ( )

1 3
x o x x x x o x

x
      


 ， 

原式
 3 3 3 3 3 3

0 0

1 2 4
2( ( )) (2 ( ))

3 3 3lim lim
n nx x

x x o x x x o x x o x
C

x x 

      
    

可知： 3n  ，
3

4
C . 



 

法 2：运用洛必达法则可知： 

原式

2

22 4

1 1 10 0 0

2 1 1 4
41 1 1 1lim lim lim

n n nx x x

x
xx x x x C

nx nx n x    


 

         

故 3n ，
3

4
C . 

例 52. 设       sin 1 sin 2 sin ... 2010 sinf x x x x x    ，求 (0)f   

解：设           sin , 1 sin 2 sin ... 2010 sinf x xg x g x x x x      

则          ' ' 'sin cos , 0 0 2010!f x xg x xg x f g      

例 53.求 

1 1
lim

k
n n

n
k n

k

e
  
 。 

解： 1

0
1 11

1lim lim x

k k
n nn n

n n
k kn

k

e dx e
e e

n  

      

 
1

1
1 1

1

1

1

11
1

1
1

1

lim lim lim
1

lim

n

n

k k
n nn n

n n n
k k

k
n n

n
k

n
n

k

n
k

e e
e

n
e

e

e e

e

   

 







   




  

 




 

例 54. 设函数 )(xf 满足 1)1( f ，且对 1x 时，有
)(

1
)(

22 xfx
xf


 ， 

证明：（1） lim ( )
x

f x


存在（2）
π

lim ( ) 1
4x

f x


  。 

证明：（1)  xf
xfx

xf 


 0
)(

1
)(

22
 递增,     11  fxf , 

   

 

2 2 2 21 1

1 1 1
0 ( ) ( )

( ) 1 1

1 arctan , 1 arctan
4 4

1 lim 1 arctan 1
4 4

x x

x

f x f x dx dx
x f x x x

f x x f x x

f x x

 

 


      
  

     

        
 

 

即  

f(x)单调且有界，所以 lim ( )
x

f x


存在 



 

（2）由   1 arctan
4

f x x


   得：

 lim lim 1 arctan 1
4 4x x

f x x
 

 

      
 

 

例 55. 设函数 )(xyy  是由
3 3 3 0x y axy   （ 0a  ）确定，求

x

y
x 
lim 。 

解：由题意得：当 x 时 y 且 

  

 

2 2 3 3
2 2

22 2 2 2

3
3 , ,

3 6
1 1 lim 1

x

axy
x y x xy y x y axy x y

x xy y

y ay ay y

x x xy y xx y x y 

       
 

        
    

 

例 56. 求极限

1 2
ln 1 ln 1 ln 1

lim ...
1 1 1
1 2

n

n
n n n

n n n
n



                      
   
  

 

解：  
1

0
1 1

ln 1 ln 1
lim lim ln 1 2ln 2 1

1

n n

n n
k k

k k
n n

x dx
nn

k

 
 

       
       


    

1 1 1

ln 1 ln 1 ln 1
lim lim lim

1 1 1

n n n

n n n
k k k

k k k
nn n n

n n nn
k

  
  

            
      

 
    

 
1

0
1

ln 1
ln 1 ln 2 1 lim 2ln 2 1

1

n

n
k

k
n

x dx
n

k




  
       


  

例 57. 求极限
0

tan(tan ) sin(sin )
lim

tan sinx

x x

x x




 

解：由麦克劳林公式得：    
3 3

3 3tan ,sin
3 3!

x x
x x o x x x o x       



 

       

 

33 3 3
3 3

3 3

tan 1
tan tan tan

3 3 3 3

2

3

x x x
x x o x x x o x

x x o x

 
        

 

  

 

       

 

33 3 3
3 3

3 3

sin 1
sin sin sin

3! 3! 3! 3!

1

3

x x x
x x o x x x o x

x x o x

 
        

 

  

 

   

   

3 3 3 3

3 30 0
3 3

2 1
tan(tan ) sin(sin ) 3 3

lim lim
tan sin

3 3!

x x

x x o x x x o x
x x

x x x x
x o x x o x

 

               
    

       
   

 

 
 

3 3

0 3 3

lim 2
1

2

x

x o x

x o x



 


 

例 58. 求极限

1
2

0

...
lim

x x nx x

x

e e e

n

   
 
 

，其中 n是给定的自然数。 

解：

 2

0

2

20

1
ln ... ln2 lim

0

2 ... 1 2 ... 1lim
... 2

...
lim

x x nx

x

x x nx

x x nxx

e e e nx x nx x
x

x

e e ne n n

e e e n

e e e
e

n

e e e





   



      
  

   
 

 

  

 

例 59.设数列{ }nx 满足：
1 1

sin ( 2)sin
1 1n

n x n
n n

  
 

，则 

1

1
lim

1

n

kn k

x
n 



 _______。 

STOLZ(施托尔茨定理)： 

1

1

{ } + lim ( )n n

n n n

n n

x x
y y a a

y y






      


设 严格单增，且 ，如果  

1

1

lim =lim =n n n

n n

n n n

x x x
a

y y y


 





则  

推论： 



 

1 2

1 2 1 2 1 2 1

+ + +
1 lim lim lim

+ + + ( + + + ) ( + + + )
lim lim lim

( 1)

n

n nn n n

n n n

nn n n

x x x
x x

n
x x x x x x x x x

x
n n n

  



  




 

 

（ ）设 存在，则


  
 

1 2

1 2

1 2

lim lim lim

ln +ln + +ln
1 lim limln

limln limln

n
n n n nn n n

n

nn n

n
n nn n

x x x x x x

x x x
x

n

x x x x

  

 

 







（2）设 存在( >0)，则

由（ ）可证

即







 

-1 -1

-1 -2 1

-1 -2 -3 -1

3 lim lim lim

lim =lim lim
1

n nn
n nn n n

n n

n n n nn n
nn n n

n n n n

x x
x x

x x

x x x x x
x

x x x x

  

  





（ ）设 存在( >0)，则

 
 

1 1
sin ( 2)sin 1

1 1n n
n x n x

n n
    

 
证明 显然， ；  

1 1

1

1
lim lim lim lim 1

1 1 1

n n

n k k
k k

kn n n nk

x xn n
x

n n n n n
 

   
     

  

 
  

例 60. 设 0 0x  ，
1

1

2(1 )

2
n

n

x
x

x








（ 1,2,3,...n  ）. 证明 lim nn

x


存在，并求之. 

分析：证明数列极限存在的方法：①夹逼定理②单调有界定理③级数敛散法：若级数

 1
1

n n
n

a a





 收敛，则 lim nn
a


存在④级数收敛的必要条件：若级数

1
n

n

a



 收敛，则

lim 0nn
a


 。给定数列 na ，则 lim nn

a


存在的充要条件是级数  1
1

n n
n

a a





 收敛，所以，

判断数列的敛散性可以转化为判断级数的敛散性。下面对各种解法给出示例。 

证明：方法一（单调有界定理）.由题意得 0nx  ，对于一切的n恒有 

1

1

1 1
2

n
n

n

x
x

x




  


，

1

2
2 2

2n
n

x
x 

  


，因此知数列 }{ nx 有界；又 

1
1

2 2
(2 ) (2 )

2 2n n
n n

x x
x x



    
 

 

1

1 1

2( )1 1
2( )

2 2 (2 )(2 )
n n

n n n n

x x

x x x x


 


  

   
 

1 2
1

2 1

2( )
,...

(2 )(2 )
n n

n n
n n

x x
x x

x x
 


 


 

 
， 

1 0
2 1

0 1

2( )

(2 )(2 )

x x
x x

x x


 

 
 

于是可知 1n nx x  与 1 0x x 同号，故当 1 0x x 时数列 }{ nx 单调递增；当 1 0x x 时数



 

列 nx 单调递减. 即数列 nx 为单调数列，从而数列 nx 必有极限. 

设 lim nn
x A


 ，则

1

1

2(1 ) 2(1 )
lim lim

2 2
n

n
n n

n

x A
A x

x A


 


 
  

 
，解之得 2A  ，

即 lim 2nn
x


 . 

方法二（级数敛散法）由方法一得1 2nx   

  
2 2

1
1

1 1

2(1 ) 2 2

2 2 2 3 2
n n n

n n n
n n n n

x x x
x x x

x x x x



 

  
    

   
 

2
1 1

1
1 1 1

2 1 1
, 1

2 3 2 5
n n n

n n
n n n n

x x x
x x

x x x x
 


  

 
     

  
 

由正项级数的比值判别法得：级数  1
1

n n
n

x x





 绝对收敛， 

lim nn
x


 收敛，以下同方法一。 

方法三（级数收敛的必要条件） 

 
1

1

1

1

2(1 )
2

2 2 2 22 2
3 2 2

2(1 )2 2 2 2 22
2

n

n n n n

nn n n

n

x

x x x x
xx x x
x












   
   

   


  

由正项级数的比值判别法得：级数

1

2

2
n

n n

x

x








 绝对收敛 

2
lim 0

2
n

n
n

x

x


 


即 lim 2nn

x


  

例 61. 设     11 2 2cos cos ... 1 cos
n n n

n n n n
f x C x C x C x


     ，求证： 

（1）对于任意自然数 n，方程   1

2n
f x  在 0,

2

 
 
 

内仅有一解； 

（2）设 0,
2n

x
  

 
满足   1

2n n
f x  ，则 lim

2nn
x




 。 

证明：（1）      1 1 cos ,
n

n n
f x x f x   在 0,

2

 
  

上连续， 

 0 1, 0
2n n

f f
   
 

根据介值定理得 0,
2n

x
   

 
使得   1

2n
f x  。 



 

由     1' sin 1 cos 0 0
2

n

n
f x n x x x

        
 

得  n
f x 在 0,

2

 
 
 

上递减，故根
n

x 唯

一。 

（2）
1 1

arccos 1 1 ,
n

n
f

n n
        
   

  

 1 1 1 1 1
lim arccos 1 lim 1 1

2 2

n

n n nn n
f f x

n n e 

             
   

 

故 0N  当 n>N 时  1
arccos

n n n
f f x

n
   
 

，由  n
f x 在 0,

2

 
 
 

上递减得 

1
arccos

2n
x

n


  又

1
limarccos lim lim

2 2 2nn n n
x

n

  
  

     

例 62.设函数 f(x)可导，且 f(0)=0,    1

0

x n n nF x t f x t dt  ，求
 
20

lim
nx

F x

x
。 

解：令
n nu x t  则      1

0 0

1 nx xn n nF x t f x t dt f u du
n

     

     

       

1
0

2 2 2 10 0 0

'

0 0

1

lim lim lim
2

0 01 1
lim lim

2 2 2

nx
n n

n n nx x x

n n

n nx x

f u du f x xF x n
x x nx

f x f x f f

n x n x n



  

 

  


  


 

例 63.求  
11

lim ! n
n

n
n

 

解：  
1

1 0

1 1
lim ln1 ln 11 !

lim ! lim

n

n
i

i
n xdxn n

n
nn n

n
n e e e

n n


 

 

      
 

 

例 64. 设函数 f(x)在(-L,L)上连续，在 x=0 处可导且  ' 0 0f  ； 

 （ 1 ） 求 证 ： 对 于 任 意 给 定 的 0<x<L ， 存 在 0 1  使 得

       
0 0

x x
f t dt f t dt x f x f x 


       ； 

（2）求极限
0

lim
x




。 

（1）证明：设      
0 0

x x
F x f t dt f t dt


   ，则 F(0)=0,F(x)在[0,x]上可微，由

拉 格 朗 日 中 值 定 理 得      '0 ,0 1F x F F x x     即

       
0 0

x x
f t dt f t dt x f x f x 


        



 

（2）解：由（1）得
       0 0

22 2

x x
f t dt f t dt f x f x

x x

 





  

    

令 0x  由 f(0)存在且  ' 0 0f  得上式的： 

左边=
     '

0

1
lim 0

4 2x

f x f x
f

x

 
  

右边=
     '

0 0

1
lim 0 lim

2 2x x

f x f x
f

x

 
 

  

 
 ，故

0

1
lim

2x



  

例 65.求极限
 4 3 2 3 234

ln
lim 1 1

x

x

x e
x x x x x x x

x

 
         
  

 

解：原式

1 1

4 3

2 3 4 2 3

ln 1
1 1 1 1 1 1 1

lim 1 1
x

x

x
x

e
x

x x x x x x x x

                       
    
  

 

   

   

1 1
2 3 4 2 34 3

0

2 3 4 2 3

0

1 1
lim

1 1
14 3lim

12

t

t

t t t t t t t

t

t t t t t t t

t





       


     
  

 

例 66.求函数 2sin)(
2

xexf x 的值域。 

解：要求 2sin)(
2

xexf x 的值域，只需求出函数的最大值与最小值即可. 注意到函数
2sin)(

2

xexf x 为偶函数，故只需考虑 0x 的情况 . 为计算方便，令 2xt  ，得到 

tetg t sin)(  ， 0t ， 显 然 ， )(tg 与 )(xf 有 相 同 的 值 域 . 求 )(tg 的 驻 点 ：

)sin(coscossin)( ttetetetg ttt    

令 0)(  tg ，得到驻点 ),2,1,0(
4

 kktk 
，其对应的函数值为 

)
4

()
4

(

2

2
)1()

4
sin()(



 k
k

k

k eketg


  

显然，当 ),2,1,0(2  mmk 时， 0)( 2 mtg ，其中最大值为 4
0 2

2
)(




 etg ； 

当 ),2,1,0(12  mmk 时， 0)( 2 mtg ，其中最大值为 4

5

1 2

2
)(




 etg . 

于是得到函数 )(tg 的值域，亦即函数 )(xf 的值域为： ,
2

2
( 4

5


 e 4

2

2 


e ）. 

例 67. 若    ,f x C a b 且对任意  ,x a b 存在相应的  ,y a b 使得 

   1

2
f y f x ，证明：至少存在一点

0
x 使  0

0f x  。 



 

证明：假设  ,x a b  有   0f x  ，则   0f x  或   0f x  仅取其一。不妨设

   0, ,f x x a b   ， 由 f(x) 在  ,a b 上 连 续 得 f(x) 有 最 小 值 ， 记

   0
min 0f x f x  ，由题意得  ,a b  使得 

       0 0

1

2
f f f x f x    而这与  0

f x 是最小值矛盾。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.3.练习题 
 

1.求

2

2
lim 1

2

n

n

x x

n n

 
  

 
。 

2.求
3 3 3

1 1 2 1 2 ...
lim ...
n

n

n n n

       
 

。 

3.求
2

lim cos cos ...cos
2 2 2nn

x x x


。 

4.求
1

lim 1

n
n

n

b

a

 
 

 
，其中 a>0,b>0。 

5.求   2 1lim 0n n

n
n x x x


  。 

6.求
3

20

1 cos cos 2 cos3
lim
x

x x x

x


。 

7.设 10, 0a x  ，定义 1 3

1
3 , 1,2,...

4n n
n

a
x x n

x


 
    

 
，求 lim n

n
x


。 

8. 设

2

2 2

sin

0

2

ln(1 )
, 0( )

2 1
,               0

x

x x

t dt
xf x

e e
a x

     



，在 0x 处连续，则a         



 

9. 
2

2

4 1 1
lim

sinx

x x x

x x

   



               

10. 计算  22 2 2 2
2

1
lim 1 2 ... 1
n

n n n n
n

         
。 

11.已知
 

0

1
lim ln 1 4

2 1 1 cosxx

f x

x

 
    

，则
 

30
lim
x

f x

x
=_________ 

12. ( ) (1,0) 1,y f x y 已知曲线 在点 处的切线在 轴上的截距为  

    
1

lim [1 (1 )]n

n
f

n
 求  

13. 若当 0x  时，
2 2

0
( ) ( ) ( )

x
F x x t f t dt  的导数与

2x 为等价无穷小，求 )0(f  。 

14.设  
sin sinsin

lim
sin

x

t x

t x

t
f x

x





   
 

，求  
0

lim
x

f x


 

15. 求

1
2 3 sin

0
lim

3

x x x x

x

e e e


  
 
 

 

16. 求极限

1

1 2

0

...
lim

x x x x
n

x

a a a

n

   
 
 

, 0, 1,2,...ia i  。 

17. 设函数 f(x)在点 a处可微，且   0f a  ，试求
 

1

lim

n

n

f a
n

f a

      
 
  

。 

18. 求极限
2 2 2 2 2

3

1
lim [ 1 2 2 ( 1) ( 1) ]
n

n n n n n
n

         。 

19.若 2
0

tan (1 cos )
lim 2

ln(1 2 ) (1 )xx

a x b x

x c e

 


  
，则 a  _________。 

20. 设要使函数









0                ,

0     ,)(cos)(
2

1

xa

xxxf
x

在区间 ),(  上连续，则 a          . 

21. 已知 3
1

1tan)(1
lim

20





 xx e

xxf
，则 


)(lim

0
xf

x
________________。 

22. 计算

2
sin sin sin

lim ...
1 2 1n

n n
nn n

n n

 




 
 

     
 

 



 

23. 求极限

1 2

2 2 2
lim ...

1 11
2

n

n n n

n n n n
n



 
 

     
 

 

24. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

第二章 微分学 
2.1.基本概念与内容提要 
 

1.导数的概念：          
0

' 0 0 0
0

0
0

lim lim
x x x

f x x f x f x f x
f x

x x x  

  
 





 

2.平面曲线的切线和法线方程 

3.一元求导法则 

（1）.参数方程的导数：
 
 

x x t

y y t





所确定的函数的一阶、二阶导数分别是： 

 
 

       
 

" "2

32
,

y t x t y t y t x tdy d y

dx x t dx x t


 

  

、 、 、

、 、
 

（2）.求隐函数的导数的方法：①方程两边同时对 x求导，要记住．．．y．是．x．的函数．．．，求导

时 y、
别忘了；②公式法：由  , 0F x y  得

x

y

Fdy

dx F
  ③利用微分形式不变性，对方

程两边同时取微分，然后解出
dy

dx
。 

（3）.反函数求导：

 
2 "

32

1 1 1
,

x

dx d x dx y
dydy y dy y dy y
dx

 
      

 

、

、 、 、
, 

 
 

2" '''3

53 "

3

x

y y yd x y dx

dy y dy y

  
    

 

、 、、

、
 

（4）.高阶导数的求法：①求一元函数的高阶导数：利用直接法、函数的麦克劳林展开



 

式或递推公式，      

0

nn n k kk

n
k

uv C u v


  。 

展开成幂级数（两种方法、两种类型）之后直接求导。 

②求分式有理函数的高阶导数：先将有理假分式通过多项式除法化为整式与有理真分式

之和，再将有理真分式写成部分分式之和，最后仿  nmx 的表达式写出给定的有理函数

的 n阶导数；③求由三角函数通过四则运算构成函数的高阶导数：利用三角函数中积化

和差与倍角公式把函数的次数逐次降低，最后变成sin ,coskx kx之和或之差的形式，

再用公式
 sin sin ,

2
n n n

kx k kx
   

 
 

 cos cos
2

n n n
kx k kx

   
 

，将给定函数的 n阶导数写出来。 

几个常见高阶导数公式：
 sin sin ,

2
n n n

kx k kx
   

 
 

   
1

1 !
cos cos , 1

2

nn n

n

n n
kx k kx

x x




         
   

、

 

  
 

   1
1 1 !1

ln 1
n

n n

n

n
x

x x


     

 
 

  

        !
1 , 0

!

k kn n k nn
x x k n x k n

n k
    


 

4.必须掌握的三种常见变限函数求导是： 

⑴   
 h x

g xy f t dt  ,则        'y f h x h x f g x g x       
、 、

； 

⑵    0
xy f x g t dt  ，则    0

xy f x g t dt  ， 

       0
xy f x g t dt f x g x 、 、

； 

⑶①  0
xy f xt dt  ，方法是变量代换，令 ,u xt 则

1
,

u
t dt du

x x
  ， 

     
2

2 2 2
00

2

2
,

xx x f x f u duf u du
y y

x x

  、
； 

②  0
xy f x t dt  ， 方 法 也 是 变 量 代 换 ， 令 ,u x t  则

,t x u dt du    ，    0 ,xy f u du y f x  、
 

5.利用导数判断函数单调性：导函数大于 0原函数递增，导函数小于 0原函数递减。 

6.极值的判别方法 

（1） 极值的定义 



 

例.设 f(x)在 x=0 的某邻域内连续，且
 

0
lim 2

1 cosx

f x

x



，则在点 x=0 处 f(x)（   ） 

A．不可导    B．可导，且  ' 0 0f      C．取得极大值    D．取得极小值 

解：由极限的存在性得 f(0)=0，又由极限的保号性得：    0

0 , 0
1 cos

f x
x U

x
 


，

   0 0f x f   ，f(0)是极小值。 

（2） 利用导数判断单调性后得出极值点：导函数在极值点的左右符号不同 

（3） 用高阶导数判断极值：设    ' "
0 00, 0f x f x  ，若  "

0 0f x  则  0f x 为

极小值；若  "
0 0f x  则  0f x 为极大值 

7.函数的最值：闭区间内最值可能出现在极值点、断点 

8.函数图象的凹凸性与二阶导数有关：正凹负凸；凹凸性改变的点（二阶导数改变符号

的点）即为拐点。 

补充：不动点为  f x x 点；零点为   0f x  的点；驻点为  ' 0f x  的点；极

值点为  'f x 改变符号的点；拐点为  "f x 改变符号的点。 

6.多元函数微分学及应用 
z z u u u

dz dx dy du dx dy
x y x y z

    
    
    

全微分： 　　　 dz具有形式不变性。 

       0 0 y 0 0 0 0 0

0

,
, ,x

z f x y
f x y f x y x y z

y y






、 、偏导数的几何意义： 和 分别表示曲线 在点 ， ，

x y处的切线对 轴和 轴的斜率。函数的连续性和可微、可导必须会用定义判断。

连续的混合高阶偏导数与求导顺序无关。
 

二元函数的偏导数存在是连续的既不充分又不必要条件。

二元函数存在两个偏导数是可微的必要不充分条件。

偏导数连续是函数可微的充分不必要条件。函数连续是可微的必要不充分条件。

 

( , ) ( , )

[ ( ), ( )]

x yz dz f x y x f x y y

dz z u z v
z f u t v t

dt u t v t

     

   
    

   

全微分的近似计算：

多元复合函数的求导法： 　　　
 

[ ( , ), ( , )]

( , ) ( , )

z z u z v
z f u x y v x y

x u x v x
u u v v

u u x y v v x y du dx dy dv dx dy
x y x y

    
    

    
   

     
   

　　　 　

当 ， 时， 　　　 　

 

2

2
( , ) 0 ( ) ( )x x x

y y y

F F Fdy d y dy
F x y

dx F dx x F y F dx

 
      

 

隐函数的求导公式：

隐函数 ，　　 ，　　 ＋
 

( , , ) 0 yx

z z

FFz z
F x y z

x F y F

 
    

 
隐函数 ，　 ，　　  



 

( , , , ) 0 ( , )

( , , , ) 0 ( , )

1 ( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) 1 ( , )
,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u v

u v

F F
F FF x y u v F G u vJ
G GG x y u v G Gu v

u v
u F G v F G u F G v F G

x J x v x J u x y J y v y J u y

 
        

 
       

           
       

隐函数方程组： 　　　

　, 　,

 

7. 多元函数微分学在几何上的应用： 

0 0 0
0 0 0

0 0 0

( )

( ) ( , , )
( ) ( ) ( )

( )

x t
x x y y z z

y t M x y z
t t t

z t




  



         

1).空间曲线 在点 处的切线方程： ， 

 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0

M t t t

M t x x t y y t z z

  

  

  

       


曲线在点 处的切向量为 ， ， ，同时也是法平面的法向量，

在点 处的法平面方程：
 

          
   

 
 

         

' '
0 0 0 0 0

0 0 2 ' '
0 0 0 0 2' '

0 0

2). , T 1 ,

, 0
1

x z z x x y z x z x

x x y y z z
x x x y y z x z z

x z x



  
       


空间曲线y=y 在点 ， ， 处的切向量 = ，y ,切线方程为

法平面方程为 y
y

   

( , , ) 0
, ( , , ) ( , , ) 0

( , , ) 0

, , , , { , , }y z x yz x
x y z x y z

y z x yz x

F x y z
F x y z G x y z

G x y z

F F F FF F
T F F F G G G

G G G GG G




  

  


、 、 、 、 、 、

3).若空间曲线方程为： 过该曲线的曲面束方程为

则切向量 ，

0 0 0 ,
z xy z x y

z xy z x y

x x y y z z
F FF F F F

G GG G G G

  
 切线方程为  

0 0 0( ) ( ) ( ) 0y z x yz x

y z x yz x

F F F FF F
x x y y z z

G G G GG G
     法平面方程：

（还有一种方法自己到书上去查）

 

        ' '
0 0 0 0 0 0, , , , , 1 ,x yx y x y n f x y f x y 

4).曲面z=f 在点 ， 处的法向量  

     

   

' '
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
' '

0 0 0 0

, ,

, , 1

x y

x y

z z f x y x x f x y y y

x x y y z z

f x y f x y

    

  
 



切平面方程

法线方程
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

( , , ) 0 ( , , ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )}

( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )( ) 0

( , , ) ( , , ) ( , , )

x y z

x y z

x y z

F x y z M x y z n F x y z F x y z F x y z

F x y z x x F x y z y y F x y z z z

x x y y z z

F x y z F x y z F x y z

 

     

  
 


5).曲面 上一点 处的法向量：

切平面方程：

法线方程：

方向导数与梯度： 



 

 

 

( , ) ( , ) cos sin

, , , cos cos cos

f f f
z f x y p x y l

l x y

f f
x l

l l

f f f f
x y z l

l x y z

 



     

  
  

  
 

 
  

   
  

   

函数 在一点 沿任一方向的方向导数为： ，

其中 为 轴到方向的转角。方向导数与方向有关，

对u=f 其中 、 、 为的方向角。

 

( , ) ( , ) grad ( , )
f f

z f x y p x y f x y i j
x y

 
  

 
 

函数 在一点 的梯度： ，它与方向导数的关系是： 

grad ( , ) cos sin

grad ( , )

f
f x y e e i j l

l
f

f x y l
l

 
     





  
，其中 为 方向上的单位向量。

是 在 上的投影。沿梯度方向函数的方向导数最大，函数变化最快。

 

8.多元函数的极值及其求法： 
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

0 0

( , ) ( , ) 0 ( , ) , ( , ) , ( , )

0, ( , )
0 0 0

0, ( , )

x y xx xy yyf x y f x y f x y A f x y B f x y C B AC

A f x y

A f x y

      


   



  

设 ，令： 　 　 ，

为极大值
则：当 时， ；当 时,无极值；当 时,不确定

为极小值

拉格朗日乘法求极值： 
函数 ( , )z f x y 在条件  , 0x y  下极值的求法：令      , , ,F x y f x y x y   

由

     
     

 

' ' '

' ' '

, , , 0

, , , 0

, 0

x x x

y y y

F x y f x y x y

F x y f x y x y

x y






   
   
 

，求解的驻点  0 0,x y 就可能是极值点，三元函数同

理。 
9.高数中处理中值定理的四种思维定势 

1）在题设条件下若函数 f(x)二阶或二阶以上可导，“不管三七二十一”，把 f(x)在指定

点展开成泰勒公式再说。 

2）在题设条件或欲证结论中有定积分的表达式时，则先用积分中值定理对该积分式处

理一下再说。 

3）在题设条件下若函数 f(x)在 ,a b 上连续，在 ,a b 上可导，且 f(a)=0 或 f(b)=0

或 f(a)=f(b)=0，则先用拉格朗日中值定理或洛尔定理处理一下再说。 
如 ： ⑴ 若 f(a)=0 ， 则         ' ,f x f x f a f x a    或

       
x x

a a
f x f t dt f a f t dt   、 、  

⑵若 f(a)=f(b)=0 可得①    ', , 0a b f     

②                  ' '
1 2,f x f x f a f x a f x f x f b f x b          

4）对定限或变限函数，若被积函数或其主要部分为复合函数，则先做变量代换使之成

为简单形式再说。 

例：设函数 f(x)在[a,b]上有连续的导数，且     0f a f b  ，
 

 
,

max
x a b

M f x


 、 ，求证：

 
 2

4 b

a
f x dx M

b a


  。 



 

证明：由思维 3，         '
1 ,f x f x f a f x a      

        '
2f x f x f b f x b    ，        ,f x M x a f x M b x      

       2

2

2 4

a b
b b

a b
a a

b a
f x dx M x a dx M b x dx M






         

 
 2

4 b

a
f x dx M

b a
 

  。 

10.零点定理证明： 

1）.一般用连续函数介值定理证。证明（或由已知）f(x)在  ,a b 上连续且

    0f a f b  ，则至少存在一点  ,a b  使   0f   。 

2）.证明 f(x)至多几个零点：设函数 f(x)有 k 个零点，则  f x、
有 k-1 个零点，  "f x

有 k-2 个零点，……, 
   1kf x

有 1个零点，
   kf x 没有零点。 

注：函数只有连续性，考虑用零点定理、介值定理。函数一阶可导考虑用罗尓定理、

中值定理。函数二阶或二阶以上可导，考虑用泰勒公式或对低一阶用中值定理或罗尓定

理。 

11.中值定理证明： 

第一积分中值定理：  ,a b  ，使得      
b

a
f x dx b a f    

第二积分中值定理：  ,a b  ，使得        
b b

a a
f x g x dx g f x dx  又叫广义积分

中值定理。 

1）.欲证结论：至少存在一点使得
    0nf   的命题。 

思路一：验证
   1nf x

在 ,a b 上满足罗尔定理条件，由该定理即可得证； 

思路二：验证为
   1nf x

的最值或极值点，用费马定理即可得证。 

2）.欲证结论：至少存在一点  ,a b  使得
   nf k  及其代数式的命题。 

思路提示：①作辅助函数  F x ；②验证  F x 满足罗尔定理条件；③由定理的结论

即可得证。 

构造辅助函数的方法：（1）原函数法： 

①将欲证结论中的换成 x；②通过恒等变形将结论化为易消除导数符号的形式（或称

之为易积分形式）；③用观察法或积分法求出原函数（即不含导函数的式子），为简便积

分常数取作 0；④移项使等式一边为 0，则另一边即为所求辅助函数。 

（2）常数 k 值法：①令常数部分为 k；②恒等变形，使等式一端为 a 及 f(a)构成的代

数式，另一端为 b及 f(b)构成的代数式；③分析关于端点的表达式是否为对称式或轮换

对称式，若是只要把端点 a改成 x，相应的函数值 f(a)改成 f(x)，则换变量后的端点表

达式就是所求辅助函数 F(x)。 

3）.欲证结论：至少存在一点  , ,a b   且  满足某种关系式的命题。 

思路：使用两次拉格朗日中值定理或者柯西中值定理，或者一次拉格朗日中值定理、一

次柯西中值定理，然后再将它们做某种运算。 

4）.用拉格朗日中值定理求极限：关键是将欲求的极限写成中值定理的形式。 



 

例：

tan sin

0
lim

sin

x x

x

e e

x x




。 

解：由拉格朗日中值定理得  tan sin tan sinx xe e e x x   ，其中在sin x与 tan x

之间，当 0x  时 0, 1e    

 tan sin 2

0 0 0

tan sin sec cos
lim lim lim

sin sin 1 cos

x x

x x x

e x xe e x x

x x x x x



  

 
  

  
 

 
3

2 2

0 0 0

1 cos
limsec lim lim 1 cos cos 3

1 cosx x x

x
x x x

x  


    


 

5）.用积分中值定理求极限 

例 1.求
1

2

0
lim

1

n

n

x
dx

x  。 

解：
1

0,
2

      
使得

 
1

2

0 1 2 1

n nx
dx

x





  ，

 
1

2

0
lim lim 0

1 2 1

n n

n n

x
dx

x


 

  
   

例 2.设 2 2 2:rD x y r  ，则  2 2

20

1
lim cos

r

x y

r
D

e x y dxdy
r

 


 =___________. 

解：  , rD   使得    2 2 2 22cos cos
r

x y

D

e x y dxdy r e          ， 

当 0r  时    , 0,0   ， 

   2 2 2 2

2 00
0

1
lim cos lim cos

r

x y

r
D

e x y dxdy e
r

 




   


   




      

6）.用泰勒公式求极限 

7）.泰勒公式的乘法和长除法： 

例：将
 ln 1

x

x

e


展开到 3x 项。 

解：方法一：      
2 3

3 2 3 31 1
ln 1 , 1

2 3 2 6
xx x

x x o x e x x x o x          , 

       

   

2 3
3 2 3 3

2 3 2 3 3 3 2 3 3

ln 1 1 1
ln 1 1

2 3 2 6

1 1 1 1 3 4

2 2 2 3 2 3

x
x

x x x
e x x o x x x x o x

e

x x x x x x o x x x x o x

                    
                
   

 

方法二：长除法
   

 
 

2 3
3

2 3 3

2 3 3

ln 1 3 42 3
1 1 2 31
2 6

x

x x
x o xx

x x x o x
e x x x o x

  
    

   
。 



 

练习：用长除法可得
 
 

 
3 5 5

3 5 5

2 4 5

1 1
sin 1 26 120tan

1 1cos 3 151
2 24

x x x o xx
x x x x o x

x x x o x

  
     

  
 

8）. 泰勒公式在微分有关证明题中的应用：泰勒公式是高等数学的一个重要内容，它

在近似计算、极限运算、微积分证明、级数与广义积分的敛散性判断等方面有着广泛的

应用。泰勒公式建立了函数及其导数之间的联系，使用时，展开点通常选择在区间的端

点、中点、极值点和已知点。常考的一些题型有：①利用泰勒展开式求高阶导数②求极

限③判断级数的敛散性④判断无穷小的阶数⑤利用展开式进行证明，常与连续函数的介

值定理、最大值和最小值定理、费马定理等中值定理结合使用。 
若函数 f(x)在含有 0x 的某个开区间(a,b)内存在n+1阶的导数，则当x在(a,b)内时， f(x)

可以表示为 

          
       

"
2' 0 0

0 0 0 0 0
...

2! !

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x R x

n
         其 中

 
   
   

1
1

01 !

n
n

n

f
R x x x

n




 


叫做拉格朗日余项，这里 是介于 x 与 0x 之间的某个值。或

者      0 0

n

n
R x o x x x x     叫做皮亚诺余项。在证明题中一般用带拉格朗日余项的

泰勒公式。 
9）.泰勒公式在微分问题中关于等式的证明 
例1. 设函数 f(x)在[a,b]上有三阶连续导数，试证：存在一点  ,a b  ，使得 

        3
' '''1

2 24

a b
f b f a f b a f b a      

 
 

此题可用 k 值法构造辅助函数来解决。在此使用泰勒公式来证明。 
思路分析：题目给的条件很简单，又是三阶（高阶）可导，具备泰勒公式的条件，关键

是怎样选择合适的 0x 点。观察到结论中出现了 '

2

a b
f

 
 
 

，不妨取 0 2

a b
x


 ，而 a,b 是

两个特殊点，也应满足泰勒公式。 

证明：由条件得：f(X)在  0 ,
2

a b
x a b


  处的泰勒公式为 

   
2 3

' " '''1 1

2 2 2 2 2 2 6 2

a b a b a b a b a b a b
f x f f x f x f x                             

         

这里 介于 x 与 0 2

a b
x


 之间。 

当 x=a，x=b 时分别有 

     

     

2 3

' " '''

1

2 3

' " '''

2

1 1
1

2 2 2 2 2 2 6 2

1 1
2

2 2 2 2 2 2 6 2

a b a b a b a b a b a b
f a f f f f

a b a b b a a b b a b a
f b f f f f





                          
         

                          
         

 



 

其中， 1 介于 a 与
2

a b
之间， 2 介于

2

a b
与 b 之间。 

式（2）减去（1）得 

           3' ''' '''

1 2

1

2 48

a b
f b f a f b a f f b a            

 

因 为  '''f x 在 [a,b] 上 连 续 ， 由 介 值 定 理 得 ： 存 在  ,a b  使 得

     ''' ''' '''

1 2
2 f f f     

所以         3' '''1

2 24

a b
f b f a f b a f b a      

 
 

在证明微分中的等式问题时，其条件都是高阶（二阶或二阶以上）可导或可微，其

关键是要根据已知条件，选择恰当的 0x ，然后使用泰勒公式，就可得到所要的结论。 

10） 泰勒公式在微分问题中关于不等式的证明 
例2. 设函数 f(x)在[0,1]上二次可微，且 f(0)=f(1)=0，  

0 1
min 1

x
f x

 
  ，求证：存在一点

 0,1  使得  " 8f   。 

思路分析：f(x)在[0,1]上二次可微且有最小值 1 0  ，所以在(0,1)内一定有极值点，

该点的导数为 0。又高阶可导，想到泰勒公式，要证的结论中无一阶导数，故选最小值

点为 0x 。 

证明：由题意，不妨设  0
0,1x  为 f(x)在[0,1]上的最小值点，则    '

0 0
1, 0f x f x   。

f(x)在 0x 处的泰勒公式为： 

         2' "

0 0 0 0

1

2
f x f x f x x x f x x      

即     2"

0

1
1

2
f x f x x    ，这里 介于 x 与 0x 之间。 

分别令 x=0,1 得：         2" 2 "

1 0 2 0

1 1
0 1 , 1 1 1

2 2
f f x f f x         

其中 1 0 20 1x     ，由 f(0)=f(1)=0 得    
 

" "

21 22

0 0

2 2
,

1
f f

x x
  


 

所以，当
0

1
0,

2
x   

 
时  "

1 2

0

2
8f

x
   ，当

0

1
,1

2
x   

 
时  

 
"

22

0

2
8

1
f

x
  


 

综上所述，存在一点  0,1  使得  " 8f   。 

另 解 ： 由 题 意 得  "f x 在 [0,1] 上 连 续 ， 由 介 值 定 理 得  1 2
,    使 得

     " " "

1 2

1

2
f f f      ，  

   
"

22

0 0 00

1 1 2
8

11
f

x x xx
    


 

在证明微分问题的不等式问题时，其条件只要是高阶（二阶或二阶以上）可导或可

微，利用泰勒公式处理问题时，其关键是要根据已知条件，选择恰当的 0x ，将泰勒公式

进行适当的放大或缩小，就可以接近目标，使问题得以解决。 
（11）.泰勒公式在微分问题中其他问题的证明 



 

例 3.设函数 f(x)在 R 上三阶可导，且    3f x 和 f(x)有界，求证：    ",f x f x、 也有界。 

思路分析：该题条件是函数 f(x) 高阶（三阶）可导，应能想到利用泰勒公式求解。其关

键是如何选择合适的 0x 点，并要选择在某处将函数展开，并恰好约掉多余项，利用
   3f x 和 f(x)有界的条件，从而得到结论。注意到 x+1,x-1 与 x 正好相差 1 和-1，不妨

取 0 ,x x 且 x 取 1, 1x x  时，利用泰勒公式，约掉其中一个未知量，即可得到另一个

未知量的结论。 
证明：根据题目条件，f(x)在 0x 处的泰勒公式为 

            2 3' " '"

0 0 0 0 0 0

1 1

2 6
f x f x f x x x f x x x f x x        

这里 介于 x 与 0x 之间。分别取 0 ,x x 且 x 取 1, 1x x  有： 

         

         

" '"

1

" '"

2

1 1
1 ,

2 6
1 1

1 ,
2 6

f x f x f x f x f

f x f x f x f x f





    

    

、

、

其中 2 11 1x x x        

两式相加消去  f x、 得 

           " '" '"

2 1

1
1 1 2

6
f x f x f x f x f f            

两式相减消去  "f x 得 

         '" '"

2 1

1 1
1 1

2 12
f x f x f x f f             

、  

由    3f x 和 f(x)有界，可知    ",f x f x、 也有界。 

这类问题的证明，使用泰勒公式时有一定的技巧性，要多注意归纳、总结，才能灵

活使用泰勒公式解决问题。 
（12）利用泰勒展开式判断级数的敛散性： 

例：判断级数
 
 2

1

1

n

n
n n







 
 的敛散性。 

解：
     

 
 

1

2

3

2

1 1 1 11 1 1
1 1 ,

2 1 2

n n n n

n
o o

n n n n n nn n


                          

  

 
 

 
3

2 2 2 22

1 1 1 1

1 2

n n

n
n n n n

o
n n nn n

   

   

        
  

    ，三个级数都收敛，故原级数也收

敛。 
在判断级数的敛散性时，可以利用泰勒公式展开，很容易判断一般项趋于 0 的速度，

在级数敛散性的题目中用泰勒公式判断应用很广且是一种有效的方法。 
12.中值定理的常用方法总结： 
1） .所证式仅与ξ相关 
①观察法与凑方法 



 

 1 : ( ) [0,1] (0) (1) (0) 0

2 ( )
      ( , ) ( ) .

1

   ( ) ( ) 2 ( ) 0 (1) 

         ( ) ( ) 

         [ ( )] (

f x f f f

f
a b f

x f x xf x f x

f x xf x

xf x xf x

  
   

     
 

  



例 设 在 上二阶可导，

试证至少存在一点 使得

分析：把要证的式子中的 换成 ，整理得

由这个式可知要构造的函数中必含有 ，从 找突破口

因为 ) ( ) (1)

         ( ) ( ) [ ( ) ( )] 0 ( ) ( ) [ ( )] 0

         ( ) (1 ) ( ) ( )

f x

f x f x xf x f x f x f x xf x

F x x f x f x


              

  

，那么把 式变一下：

这时要构造的函数就看出来了

 

②原函数法 

 2 : ( ) [ , ] ( , ) ( ) ( ) 0 ( ) [ , ]

       ( , ) ( ) ( ) ( ).

               

( )
         ( ) ln

( )

f x a b a b f a f b g x a b

a b f g f

f g x

f x
g x f

f x

   



 
  


 

两边积分

例 设 在 上连续，在 内可导， ，又 在 上连续

求证： 使得

分析：这时不论观察还是凑都不容易找出要构造的函数，于是换一种方法

现在把与 有关的放一边，与 有关的放另一边，同样把 换成

( )

( )

( )

( ) ( ) ln ( )

         ( )  0

         ( ) ( )

g x dx

g x dx

g x dx

x g x dx C f x Ce

f x e C C

F x f x e



 

 

   

  





现在设 ，于是要构造的函数就很明显了

③一阶线性齐次方程解法的变形法 

0  

 ( ) ( )
pdx pdx

f pf p x

u x e F x f e

  

   

对于所证式为 型，（其中 为常数或 的函数）

可引进函数 ，则可构造新函数
 

( ) [ , ] ( , ) ( ) 0

( ) ( )
         ( , ) ( )

f x a b c a b f c

f f a
a b f

b a

 
   


例：设 在 有连续的导数，又存在 ，使得

求证：存在 ，使得
 

( ) ( )
( ) 0

1
      [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0 0

f f a
f

b a

f f a f f a f pf
b a

    


         


分析：把所证式整理一下可得：

，这样就变成了 型

 

1

       ( )  C=0 ( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )
      ( ) 0 ( ) ( ) 

x x
dx

b a b a b au x e e F x e f x f a

f b f a
f c f b f a

b a

    
    


－ －

引进函数 ＝ （令 ），于是就可以设

注：此题在证明时会用到 这个结论
 

2）.所证式中出现两端点 

①凑拉格朗日 

 3  ( ) [ , ] ( , )

( ) ( )
       ( , ) ( ) ( ).

         ( ) ( ),

( ) ( )
         ( ) ( ) ( )

f x a b a b

bf b af a
a b f f

b a

F x xf x

bf b af a
F f f

b a

   

   

   



   


例 设 在 上连续，在 内可导

证明:至少存在一点 使得

分析：很容易就找到要证的式子的特点，那么可以试一下，不妨设

用拉格朗日定理验证一下

 



 

②柯西定理 

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

 4  0 ( ) [ , ] ( , )

1
       ( ) ( )

( ) ( )

x x

x x

x x f x x x x x c

e e
f c f c

f x f xe e

 

 


例 设 ， 在 可导，证明在 至少存在一点 ，使得

 

1 2

1 2

1 2 1 2

2 1

2 1

( ) ( )
( ) ( )

         

         ( ) ( )

x x

x x

x x x x

e f x e f x
f c f c

e e

e f x e f x e 

  




分析：先整理一下要证的式子

这题就没上面那道那么容易看出来了

发现 是交叉的，变换一下，分子分母同除一下

 

2 1

2 1

2 1
( ) ( )

         
1 1

         

x x

x x

f x f x
e e

e e




于是这个式子一下变得没有悬念了

用柯西定理设好两个函数就很容易证明了

 

③k 值法 

 

         

k

仍是上题

分析：对于数四，如果对柯西定理掌握的不是很好上面那题该怎么办呢？( 值法)

第一步是要把含变量与常量的式子分写在等号两边
1 2

1 2

1 2

2 1
1 2

1 2

( ) ( )
          [ ( ) ] [ ( ) ]

         

x x
x x

x x

e f x e f x
k e f x k e f x k

e e
x x

 
   


设 整理得

很容易看出这是一个对称式，也是说互换 还是一样的

 

1 2         ( ) [ ( ) ] ( ) ( )

         

xF x e f x k F x F x

k

  那么进入第二步，设 ，验证可知

记得回带 ，用罗尔定理证明即可。
 

  以此题为例已经是规范的形式了，现在就看常量的这个式子 

④泰勒公式法 

老陈常说的一句话，管它是什么，先泰勒展开再说。当定理感觉都起不上作用时，泰勒法往往是可

行的，而且对于有些题目，泰勒法反而会更简单。 

3）、所证试同时出现ξ和η 

①两次中值定理 

 5  ( ) [ , ] ( , ) ( ) ( ) 1

      (0,1) [ ( ) ( )] 1

[ ( ) ( )]

         

f x a b a b f a f b

e f f

e f f e

 

 

   
   



 
  

 

例 在 上连续，在 内可导，

试证存在 ， 使得

分析：首先把 与 分开，那么就有

一下子看不出来什么，那么可以先从左边的式子下手试一下
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( ) ( )
         ( )

x

b a

e f f e f F x e f x

e f b e f a
F

b a
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

   
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

很容易看出 ，设

利用拉格朗日定理可得 再整理一下
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b a b a

x

b a

e e e e
e f f e

b a b a
G x e

e e
G e e f f
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 
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 

  

  
 



    


只要找到 与 的关系就行了

这个更容易看出来了，令 则再用拉格朗日定理就得到 

②柯西定理（与之前所举例类似） 

有时遇到ξ和η同时出现的时候还需要多方考虑，可能会用到柯西定理与拉氏定理

的结合使用，在习题里经常出现类似的题。 
 
 
 
 
 
 

2.2.例题选讲 
 

例 1.是否存在可微函数 f(x)使得   2 4 3 51f f x x x x x       ，若存在，请求

出 f(x)的解析式；若不存在，请给出证明。 

解：令      2 3 4 51 , 1 6 0g x f f x x x x x x x g             ， 

当 1x   时  
61

1

x
g x

x





，由 g(x)=0 得 x=1(x=-1 舍去)， 1x  是 g(x)=0 的唯一

解。令 f(1)=t，则 g(1)=f(t)-1=0，   1f t  ， 

则      1 0 1, 1 1g t f t t f            1g x f f x f x    、 、 、
， 

   
2

1 1 1 1g f      
、 、

，另一方面   2 3 41 2 3 4 5g x x x x x     、
， 

 1 3g  、
与  1 1g  、

矛盾，所以不存在满足题意的 f(x)。 

例 2.设      ,, a ba bf x C D  ，且   0f x 、
， 

证明：  , ,a b   使得
 
 

'

'

b af e e
e

b af








。 

证明： 
 
 
 
 
 
 

例 3.设函数 f(x)在 R 上可微，且 f(0)=0，     ,0 1f x p f x p  、
， 



 

证明：   0,f x x R  。 

证明：由拉格朗日中值定理得        '
1 10 ,f x f x f f x    介于 0，x 之间， 

当  0,1x 时，          ' '
1 1 1 1, 0,f x f x f p f x       ， 

         1 2 2 1, 0, ,..., n
nf p f f x p f         ， 

       1 20, 0, ... 0,1 ,n n n f x        在  0,1 上连续，  f x 在

 0,1 上有界，又  0 1, lim 0, lim 0,n n
n

n n
p p p f 

 
      

     0, 0,1 , 1 0f x x f     

当  1,2x 时，同上            1 11 1f x f x f f x f     、 、
 

       
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lim 0, 0, 1,2

n
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p f f x x
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


    

   
 

依次可得    0, 0,f x x    

当  1,0x  时          ' '
1 10f x f x f f x f      

       
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2
1 2 ... ,

lim 0, 0, 1,0

n
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f x p f p f p f

p f f x x
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

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    
 

同理，依次可得    0, ,0f x x   ，所以   0,f x x R   

例 4.设函数   3
lim 1

nn

n
f x x


  ，则 f(x)在 R 上的不可导点为_____________。 

解：当 1x  时   1f x  ，当 1x  时  
1

lim 2 1n

n
f x


  ， 

当 1x  时   3 3 3
lim 1

nn

n
f x x x x




    

 
3
, 1 ,

1, 1 ,

x x
f x

x

   


当 时

当 时
，显然 f(x)的不可导点为 1x    

例 5.当 0,
2

x
  

 
时，求证：

tan

sin

x x

x x
 。 

证明：令   2tan sinf x x x x  ， 

则   2 2

sin sin
sin 2 2 sin 2 2 tan 2 0

cos cos

x x
f x x x x x x x

x x
        、

 



 

 f x 递增，    0 0f x f   ，即
tan

sin

x x

x x
  

例 6.求        
 

2 1

0 1 ...
1! 2! 1 !

n
x ntx t x t x t

f x e dt
n

   
     

  
的 n 阶导数。 

解：设    
0 !

k
x nt
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x t
g x e dt

k


  ，则    

1

0

n

k
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f x g x
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1
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10 1 !
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x nt
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g x e dt g x

k
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
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 


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           1 '
0 011

1
...

nx
k k x nt

k k

e
g x g x g x g x e dt

n




        

   1k nx
kg x e  ，当 n>k 时

    1n n k nx
kg x n e   ，由    

1

0

n

k
k

f x g x



  得： 

       1 1
1 1 2

0 0
... 1

n nn n nx n k nx n n

k
k k

f x g x e n e n n n
     

 
         

例 7.设 f(x)在  1, 上由连续的二阶导数，    '1 0, 1 1f f  ，且二元函数

   2 2 2 2z x y f x y   满足

2 2

2 2
0

z z

x y

 
 

 
。 

求：（1）f(x)；（2）f(x) 在 1, 上的最大值。 

解：（1）设
2 2r x y  ，则  2 2 ,z r f r  

       2 2 ' 2 2 2 ' 22 2 2 2 ,
z x x

rf r r f r r xf r xr f r
x r r


   


    

       
2

2 2 2 ' 2 2 2 " 2
2

2 8 2 4
z

f r x r f r x r f r
x


   


 

       
2

2 2 2 ' 2 2 2 " 2
2

2 8 2 4
z

f r y r f r y r f r
y


    


 

     
2 2

2 2 ' 2 4 " 2
2 2

4 12 4
z z

f r r f r r f r
x y

 
   

 
 

     2 2 ' 2 4 " 23 0f r r f r r f r    ， 

令
2 xr e ，则      ' 2 "3 0x x x x xf e e f e e f e    



 

令    xg x f e ，则          ' " ' 2 ",x x x x x xg x e f e g x e f e e f e  、
 

     " 2 0g x g x g x   、
，解得    1 2

xg x c c x e   

        1 2
1 2

ln
,x x c c x

f e g x c c x e f x
x

 
      

由    '1 0, 1 1f f  得  1 2

ln
0, 1,

x
c c f x

x
     

（2）   2

1 ln x
f x

x


、

，当 1<x<e 时   0f x 、
，当 x>e 时   0f x 、

 

 f x 在 1,e 上递增，在 ,e  上递减，  f x 的最大值为   1
f e

e
 。 

例 8.设 x(t)是方程
" '5 10 6 0x x x   的解，证明：函数    

 
 

2

41

x t
f t t R

x t
 


有最大值，并求出此最大值。 

解：解原微分方程：特征根方程为
25 10 6 0r r   ，解得

5
1

5
r i   ， 

则   1 2

5 5
cos sin

5 5
tx t e c t c t  

  
 

， 

又    
     

2

4
2

2

1 1
1 21

x t
f t

x t x t
x t

  
 

 

对于 t R  ，若   0x t  ，则   0f t  ，最大值为 0； 

若   0x t  ，则 1 2,c c 不全为 0，不妨设 1 0c  ，取 2 5 ,kt k k N    

则   2 5
1

k
kx t e c ，当k 时，  ,k kt x t    

又    lim 0 1, lim 1
t t

x t x t
 

     ， 

由连续函数的介值定理得：  0 ,t    使得  0 1x t  ，此时  0

1

2
f t  ， 

  0x t  时，f(t)的最大值为
1

2
。 

综上，当   0x t  时最大值为 0，当   0x t  时最大值为
1

2
。 



 

例 9.设    1
n nm
n

d
P x x

dx
  ，其中 m,n 是正整数，则  1P  ____________。 

解：     2 11 1 1 ...
n nnm mx x x x x         

令        2 11 , 1 ...
nn mu x x v x x x x        ，则    

n

n

d
P x uv

dx
  

     
0

n n k kk
n

k
P x C u v


   ，当 k>0 时

       !
1 1

1 !
n k kn k n

u x
n k

   
 

， 

               001 0, 1 1 1 1 !
nn k n n

nu P C u v n m         

例 10.设    
2

2 3 2 cos
16

n x
f x x x


   ，求

   2nf  

解：      
2

2 1 cos
16

n n x
f x x x


   ， 

令        
2

2 , 1 cos
16

n n x
g x x h x x


    ，则      f x g x h x  

           
0

nn n k kk
n

k
f x C g x h x


   

                   00

0

2
2 2 2 2 2 !

2

nn n k k nk
n n

k
f C g h C g h n


     

例 11.求一函数 f(x)，使其在任一有限区间上有界，且满足   21

2 2

x
f x f x x

    
 

 

解：令 x=0 得 f(0)=0，对原方程求导得：   1
1 2

4 2

x
f x f x

    
 

、 、
 

       3 3" "
4

1 1
2, 0,...

8 2 22

x x
f x f f x f

          
   

 

令 x=0 得          3"4 16
0 0, 0 , 0 , 0 0,...,

3 7
f f f f    、

 

     0 0 3nf n   

           3" 2 3 21 1 4 8
0 0 0 0 ...

2! 3! 3 7
f x f f x f x f x x x       、

 

例 12.设 f(x)在 R 上无穷阶可导，且满足（1） 0L  使得
    , ,nf x L n N x R    



 

（2）
*1

0,f n N
n

    
 

，求证：   0,f x x R  。 

证明：记
*1

,nx n N
n

  ，由题意得          ", , ,..., nf x f x f x f x、
在 x=0 处

连续，     1
0 lim lim 0n

n n
f f x f

n 

     
 

， 

   1n nf x f x  ， 由 罗 尓 定 理 得  1,n n ny x x  使  ' 0nf y  ， 且

   ' 'lim 0, 0 lim 0n n
n n

y f f y
 

    

   ' '
1n nf y f y  ，由罗尓定理得  1,n n nz y y  使  " 0nf z  ，且

   " "lim 0, 0 lim 0n n
n n

z f f z
 

    

同理，可得
       3 0 0,..., 0 0,nf f   

         "0 0 0 ... 0 0nf f f f     、
 

对 x R  有        
   " 21

0 0 0 ... ,
2! !

n
nf

f x f f x f x x
n


    、

介

于 0,x 之间，  
     

   
,

! ! !

n n
nn nf f L

f x x f x x x
n n n

 
     

级数
1 !

n
x

n

x
e

n




 收敛，  lim 0, 0

!

n

n

x
f x

n
     

例 13.设 f(x)在[a,b]上二阶可导，    ' ' 0f a f b  ，求证：  ,a b  使得 

     
 

"
2

4
f b f a

f
b a







 

证明：将 f(x)在 x=a,x=b 处用泰勒公式展开得 

         2' "
1 1

1
,

2
f x f a f a x a f x a      介于 x,a 之间， 

         2' "
2 2

1
,

2
f x f b f b x b f x b      介于 x,b 之间， 



 

    

    

2"
1

2"
2

1
,

2 8

1

2 8

a b
f f a f b a

a b
f f b f b a





     
 
     

 

 

两式相减得          2 " "
1 2

1

8
f b f a b a f f        

设       " " "
1 2max ,f f f   ，则 

         

         

2 " "
1 2

2 2" " "
1 2

1

8
1 1

8 4

f b f a b a f f

b a f f b a f

 

  

     

      

 

     
 

"
2

4
f b f a

f
b a




 


 

例 14.已知函数 f(x)在[a,b]上二阶可导，对于[a,b]内每一点 x，有    " 0f x f x  ，且

在[a,b]的任一子区间上 f(x)不恒等于 0，求证：f(x)在[a,b]中至多有一个零点。 

证明：方法一：设 f(x)在[a,b]上有两个零点  1 2 1 2,x x x x ， 

令      g x f x f x 、
，则        

2 " 0g x f x f x f x    
、 、

 

 g x 单调递增，      1 2 1 20, ,g x g x x x x    有   0g x  ， 

    0f x f x 、
，积分得   21

2
f x C   ，由  1 0f x  得 C=0， 

 1 2,x x x  有   0f x  ，与题意在[a,b]的任一子区间上 f(x)不恒等于 0 矛盾 

方法二：设  1 2 1 2,x x x x 是 f(x)在[a,b]上的两个相邻零点，即在 1 2,x x 之间无其

他零点，不妨设对  1 2,x x x  有 f(x)>0，则  " 0f x   

 f x 、
在 1 2,x x 上递增，在 1x 的右邻域内    10 ,f x f x   

       1' '
1 1

1 1

lim 0
x x

f x f x
f x f x

x x


    


 

在 2x 的左邻域内    20 ,f x f x   

       2' '
2 2

2 2

lim 0
x x

f x f x
f x f x

x x


    


 



 

 1 2 ,x x f x 、
递增，    ' '

1 2 ,f x f x  与    ' '
1 20f x f x  矛盾。 

例 15. )(xf 在[ ba, ]上连续在( ba, )内可导且 0)()(  bfaf  

求证：存在 ),( ba 使 0)(')(   ff  

证明：令

2

2( ) ( )
x

F x e f x ， 

)(xF 在[ ba, ]上连续，在( ba, )内可导,且 0)()(  bFaF ， 

由罗尔定理得 ( , )a b  使 '( ) 0F   ，即

2 2

2 2( ) '( ) 0,e f e f
 

      
2

2 0, ( ) '( ) 0e f f


       

例 16. 设一元函数 ( )u f r 当 0 r  时有连续的二阶导数，且 (1) 0, (1) 1f f   ，又

2 2 2( )u f x y z   满足方程
2 2 2

2 2 2
0

u u u

x y z

  
  

  
，试求 ( )f r 的表达式。 

( ( , , ))u f r x y z , ( : ( ))
x

x
u f f f r

r
     

2 2

2 2 3
( )

xx

f f f x f x f x f
u x

r r r r r r r

     
        

2 2 2 2

2 3 2 3
,

yy zz

f y f y f f z f z f
u u

r r r r r r

     
     对称地，  

2 0
xx yy zz

f
u u u f

r


       

2 2

P 1
P= = ,ln ln ln ln

P

2 C
f P C

r r r


    令 ，  

2 2

1
( ) ( (1) 1)

C
P f r f

r r
     1 1

( ) ( (1) 0)f r C f
r r

        

注 
2 2 2

2 2 2
0

u u u

x y z

  
  

  
，称为（三维）拉普拉斯方程，又名调和方程、位势方程，

是一种偏微分方程。因为由法国数学家拉普拉斯首先提出而得名。在一般条件下解拉普

拉斯方程超出考试范围。本题是讨论特殊条件下的拉普拉斯方程求解问题。 

补充题 1：设
2 2( ),u f x y u  且 满足（二维）拉普拉斯方程, 

( , )u f x y求 的表达式。 

分析：函数 ( , )u f x y 是
2 2x y 的函数，可以考虑用极坐标进行转化，利用求微分方

程的方法得到表达式。 

解：令
2 2r x y  ，则  ( , )u f x y f r  ，  u u r x

f r
x r x r

  
 

  
、

 

   
2 2 2

"

2 2 3

u x y
f r f r

x r r


 


、

同理可得    
2 2 2

"

2 2 3

u y x
f r f r

y r r


 


、

 



 

     
 

"2 2

"

2 2

1 1
0,

f ru u
f r f r

x y r f r r

 
      
 

、

、
积分得 

     

   

0

0 0 1

2 2 2 2

0 1 2 1

ln ln ln , , ln

1
ln ln

2

c
f r r c f r f r c r c

r

u c x y c c x y c

     

     

、 、

 

补充题 2：
2 2

2 2
( ) 0

u u
u f x,y

x y

 
  

 
，试求出（二维）拉普拉斯方程  

在极坐标系下的表达式。 

例 17. 设 ( , , )u f x y z ， f 是可微函数，若
yx z

ff f

x y z

 
  ，证明 u 仅为 r 的函数，其中

2 2 2r x y z   。 

sin cos , sin sin , cosnx r y r z r      利用球坐标变换：设  

0
f f

 
 

 
 

以下只需证明 即可。 

= cos cos cos sin sins
x y z

f
f r f r f r    


    


 

yx z
ff f

t
x y z

 
  令 ， = ( cos cos cos sin sin )

f
tr x y zr    




 


则  

2 2 2(sin cos cos sin cos sin cos sin ) 0tr             

   0
f







类似可证 。 

例18. 设函数 ),( yxu 的所有二阶偏导数都连续，
2

2

2

2

y

u

x

u








且 xxxu )2,( ， 2
1 )2,( xxxu  ，

求 )2,(11 xxu  . 

解： xxxu )2,( 两边对 x 求导，得到： 1)2,(2)2,( 21  xxuxxu ，代入 2
1 )2,( xxxu  求得：

2

1
)2,(

2

2

x
xxu


 ； 

2
1 )2,( xxxu  两边对 x 求导，得到： xxxuxxu 2)2,(2)2,( 1211  ； 

2

1
)2,(

2

2

x
xxu


 两边对 x求导，得到 xxxuxxu  )2,(2)2,( 2221 . 

以上两式与
2

2

2

2

y

u

x

u








联立，又二阶导数连续，所以 2112 uu  ，故 xxxu
3

4
)2,(11   

例 19. 设变换










yxv

yaxu

2
把方程 0

2

1
2

2

2

2













y

z

y

z
y

x

z
化为 0

2





yu

z
，求 a . 

解：计算一、二阶偏导数： 



 

v

z

u

z

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z




























， 

    










































v

z

u

za

yyv

z

y

a

u

z

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

2

11

2
， 

    
2

22

2

2

2

2

2
v

z

vu

z

u

z

x

z

















， 

    








































 

yv

z

y

a

vu

z

y

a

u

z

yv

z

u

za
y

y

z 1

4

1

22

1
2

222

2

2
2

3

2

2

， 

代入方程 0
2

1
2

2

2

2













y

z

y

z
y

x

z
，得到 

0)2()
4

1(
2

1 2

2

22

2

2

2

2






















vu

z
a

u

za

y

z

y

z
y

x

z
 

于是有










02

0
4

1
2

a

a
，所以 2a . 

例 20.求函数 )1ln()( 2 xxxf  在 0x 点处的 100 阶导数值. 

解：方法 1：利用莱布尼兹公式 

   2)]1[ln(
2

99100
)2()]1[ln(100)]1[ln()( )98()99()100(2)100( 


 xxxxxxf ， 

而 
x

x



1

1
])1[ln( ，   

2)1(

1
])1[ln(

x
x


 ，   

3)1(

!2
])1[ln(

x
x


 ， 

,
)1(

!3
)]1[ln(

4
)4(

x
x


 ，由归纳可得：

n
nn

x

n
x

)1(

)!1(
)1()]1[ln( 1)(




  ，故 

98
)98(

)1(

!97
)]1[ln(

x
x


 ；所以 !97990)0()100( f . 

方法 2：利用泰勒公式  
9832

)(
10054

3 xxx
xxf  

故
98

1
)0(

!100

1 )100( f ， !97990)0()100( f . 

例 21. 设 ),( vuf 有一阶连续偏导数， ))cos(,( 22 xyyxfz  ， cosrx  ， sinry  ，证

明： )sin(2sin
1

cos xy
v

z
y

u

z
x

z

rr

z














 


 . 

解：设： 22 yxu  ， )cos(xyv  ，则 

)()(
y

v

v

z

y

u

u

z

r

y

x

v

v

z

x

u

u

z

r

x

r

y

y

z

r

x

x

z

r

z


























































 

        )sincos()sin()sincos(2  xyxy
v

z
yx

u

z









  

类似可得 )cossin()sin()cossin(2  xyxyr
v

z
yx

u

z
r

r

z













, 代入原式左边得： 

)sincos)(sin(cos)sincos(cos2sin
1

cos 


 xyxy
v

z
yx

u

zz

rr

z

















           



 

)cossin(sin)sin()cossin(sin2  xyxy
v

z
yx

u

z









 )sin(2 xy
v

z
y

u

z
x








  

例 22. 已知函数 z=z(x,y)满足
2 2 2z z

x y z
x y

 
 

 
，设

1 1

1 1

u x

v
y x

z x



 

  



 


，对函数

 ,u v  ，求证： 0
u





。 

证明：由题意得 ,
1

u
x u y

uv
 


，则

1 1

z x
   是 u,v 的复合函数，则 

 22 2 2 2

1 1 1 1 1

1

z x z y z z

u z x u y u u u z x yuv

         
                   

 

2

2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1

1

1 1 1 1
0

y z y z

x uv u u z x x y

z z
x y

u x z x y u x

    
         

  
        


 

例 23. 设整数 n>1，求证：
1 1 1 1

1
2

n

ne e n ne
     
 

。 

证明：先证右边，
1 1 1 1 1 1

1 1 , 1 ln 1 0
n

n e n n n n
                    
       

即  

        1
0,1 , 1 ln 1x f x x x x

n
     令 ，    ' ln 1 0f x x     

 f x 在（0,1）上递增，    0 0f x f    

1 1 1
1 ln 1 0

n n n
          
   

得证。 

再证左边，
1 1 1 1 1 1 1

1 1 , ln 1 ln 1 0
2 2

n

n e n n n n n
                     
       

即  

则      ' 1
ln 1 ln 1 , ln 1 1

2 2 2 1

x x x
g x x x x g x

x x
                    

 



 

   
   

 
2

" '
2 2

5 5
0

2 1

x x x
g x g x

x x

 
  

 
在（0,1）上递增， 

     ' ' 0 0g x g g x    在（0,1）上递增，    0 0g x g   

1 1 1 1
ln 1 ln 1 0

2n n n n
           
   

得证。 

故，
1 1 1 1

1
2

n

ne e n ne
     
 

。 

例 24. 证明不等式   22 11ln1 xxxx  ， ),( x . 

证明： 设 22 1)1ln(1)( xxxxxf  ，则 

)1ln(
11

1
1

)1ln()( 2

22

2
2 xx

x

x

xx

x

x

xxxxf 







  

令 0)(  xf ，得到驻点 0x . 由 0
1

1
)(

2





x
xf 可知 0x 为极小值点，亦即最小值

点，最小值为 0)0( f ，于是对任意 ),( x 有 0)( xf ，即所证不等式成立. 

例 25. 证明：当 10  x 时，
21

1
xx

e
x





. 

证明：令 1)1()( 2   xexxF x ，则
2 2 2( ) 2(1 ) 1 1 (2 1)x x xF x e x e x e          ， 

2 2 2( ) 2 2(2 1) 4x x xF x e x e xe         

由于在 )1,0( 上 ( ) 0F x  ，故知 )(xF  在 ]1,0[ 上单调递增，又 0)0( F ， 

故 0)(  xF ，从而函数 )(xF 也在 ]1,0[ 上单调递增，且由 0)0( F 可知当 (0,1)x

时 ( ) (0) 0F x F  ，即
21

1
xx

e
x





。 

例 26. 试确定 a 值，使方程

2
2ln(1 )

2

x
x a   在[-1，1]上有两个相异的实根。 

解：  
2

2ln(1 ),
2

x
f x x  令 则f(x)在[-1，1]上是偶函数，则 f(x)=a 在（0，1]上

仅有一个根。在（0，1]上    2

'
2 2

12
0

1 1

x xx
f x x

x x


   

 
， 

 f x 在（0，1]上单调递减， 

 f x 的最小值是   1
1 ln 2

2
f   ，最大值是  0 0f   

由题意得
1

ln 2 0
2

a    



 

例 27. 设正值函数 )(xf 在[1, )  上连续，求函数 

1

2 2
( ) [ ln ln ] ( )

x
F x x t f t dt

x t
         
    的最小值点。 

解：
1 1

2 2
( ) ( ln ) ( ) ( ln ) ( )

x xd
F x x f t dt t f t dt

dx x t
          

2 21 1

2 1 2 2 2 1
( ) ( ) ( ln ) ( ) ( ln ) ( ) ( ) ( )

x x
f t dt x f x x f x f t dt

x x x xx x
            

注意到：在 ),1[  上 0)( xf ，因此当 1x 时，
1

( ) 0
x

f t dt  . 

令 0)(  xF 得
2

2 1
0

xx
   ，解得此方程的唯一驻点 2x  ; 又当1 2x  时，

( ) 0F x  ；当2 x 时， ( ) 0F x  ，所以 )(xF 在点 2x  处取得最小值 (2)F . 

例 28. 设 
 

1

1

1 2

)1(
2

1
)( dtetxexF t ，试证明在区间 ]1,1[ 上 )(xF 有且仅有两个实

根. 

证明：  



 
1

1

1 22

)()()1(
2

1
)(

x

tx t dtextdtetxexF  

         







 
11

11

1 2222

)1(
2

1
x

t

x

tx tx t dtexdttedttedtexe  

由 11

1

222 



   eedttedtte x

x

tx t ， 


  
1

00

1

0

01 22222

dtedtedtedtedte tx tt

x

t

x

t  

代入得：   
x tx dtexeexF

0

1 22

2
2

3

2

1
)(  

由于
2xe 是偶函数，所以  x t dte

0

2

是奇函数，  x t dtex
0

2

2 是偶函数，于是知 )(xF 为偶函数. 

又注意到： 0
2

3
)0( 




e

e
F ， 

0
2

5

2

3
2)

2

1

2

1
(2)

2

1

2

1
()1(

1

0

1

0

2

  

e
dte

e
dte

e
F tt  

0222)(
0

222

   x txx dtexexexF （ 0x ） 

因此函数 )(xF 在 )1,0( 内有且仅有一个实根；又由 )(xF 为偶函数，故 )(xF 在 )0,1(
内同样有且仅有一个实根. 于是知函数 )(xF 在闭区间 ]1,1[ 上有且仅有两个实根. 

例 29.设常数 12ln k ，证明：当 0x 且 1x 时， 0)1ln2ln)(1( 2  xkxxx . 

证明：设函数 1ln2ln)( 2  xkxxxf )0( x ，故要证 

0)1ln2ln)(1( 2  xkxxx ，只需证：当 10  x 时， 0)( xf ；当 x1 时， 0)( xf . 

显然： )2ln2(
12ln2

1)( kxx
xx

k

x

x
xf  ， 

命 kxxx 2ln2)(  ，则
x

x

x
x

22
1)(


 . 当 2x 时， 0)(  x ， 2x 为唯一驻点；



 

又
2

2
)(

x
x  ， 0

2

1
)2(  ，所以 2x 为 )(x 的唯一极小值点， 

故 0)]12(ln[22)2ln1(2)2(  kk 为函数 )(x 的最小值（ 0x ）， 

即当 0x 时 0)(  xf ，从而 )(xf 严格单调递增.又因 0)1( f ， 

所以当 10  x 时， 0)( xf ；当 x1 时, 0)( xf . 

故， 0)1ln2ln)(1( 2  xkxxx 。 

例 30. 设 f(x)二次可微，f(0)=f(1)=0，  
0 1
max 2

x
f x

 
 ，证明：  "

0 1
min 16

x
f x

 
  。 

证明：函数 f(x)在[0,1]上连续，有最大值和最小值，又因最大值是 2，端点处函数值

是 0，故最大值在(0,1)内部取得。即存在  0 0,1x  使得    0
0 1
max 2

x
f x f x

 
  ，于

是  0f x 是极大值，  '
0 0f x  ， 

在 0x x 处按泰勒公式展开，  , 0,1   使得 

        

         

2" " 2
0 0 0

2 2" "
0 0 0

1 1
0 0 0 2

2 2
1 1

0 1 1 2 1
2 2

f f x f x f x

f f x f x f x

 

 

     

      
 

      
 

   

" " "
220 1

0 0

22
0 0 00

4 4
min min , min ,

1

1 1 4
2 16

11

x
f x f f

x x

x x xx

 
 

       
  

 
       

  

 

例 31. 如果 f(x)在[a,b]上有二阶导数，    ' ' 0f a f b  ，证明：  ,a b  使得

 
 

   "
2

4
f f b f a

b a
  


。 

证明：应用泰勒公式将
2

a b
f

 
 
 

分别在点 a,b 处展开，注意到 

   ' ' 0f a f b  ， 1 2 1 2, ,
2

a b
a b   

     使得 

       
2 2

" "
1 2

1 1
,

2 2 2 2 2 2

a b b a a b b a
f f a f f f b f                     
       

两式

相减得          2" "
1 2

1
0

8
f b f a f f b a         

   
 

         " " " " "
1 2 1 22

4 1 1

2 2

f b f a
f f f f f

b a
    


       

 

其中当    " "
1 2f f  时 1  ；当    " "

2 1f f  时 2   

例 32. 设 f(x)在  0,1 上有二阶连续导数，    0 1 0f f  ，且当  0,1x 时



 

 "f x M ，求证：  ' 1

2
f x M 。 

分析：对于函数具有二阶或二阶以上连续导数，且最高阶导数的大小或上下界已知的命

题可以考虑用泰勒公式。方法是写出比最高阶低一阶的函数展开成泰勒公式，适当选取

等式两边的变量，根据已知条件对展开式进行放缩。 

证明：由题意将 f(x)在任一点 0x 处展开成一阶泰勒公式得： 

         2' "
0 0 0 0

1

2
f x f x f x x x f x x     其中在 x, 0x 之间。 

令 x=0，则        ' " 2
1 1 0 0 0 0 1 0

1
,0 1, 0

2
x f f x f x x f x          

令 x=1，则 

         2' "
2 2 0 0 0 0 2 0

1
,0 1, 1 1 1

2
x f f x f x x f x            

将上面两式相减得：       2' " 2 "
0 1 0 2 0

1
1

2
f x f x f x       

又  0,1x 时  "f x M ， 

     2' 2 2
0 0 0 0 01 2 2 1

2 2 2

M M M
f x x x x x           

由于 0x 的任意性知  ' 1

2
f x M 。 

例 33. 设 f(x)在 0,1 上是非负单调递减的连续函数，且 0<a<b<1, 

证明：    
0

a b

a

a
f x dx f x dx

b a


  。 

证明：由积分中值定理得：        1 10
, 0, ,

a
f x dx af af a a     

           

         

2 2

0 0

, , ,

1 1

b

a

a b a b

a a

f x dx b a f b a f a a b

a
f x dx f a f x dx f x dx f x dx

a b a b a

     

    
 



   
 

例 34.设函数 f(x)在 ,a b 上二阶可导，且     0f a f b  及  " 8f x  ， 

求证：  2

2

a b
f b a

    
 

。 

证明：把 f(a)、f(b)分别在
2

a b
x


 点处展开得： 

   

   

2
' "

1

2
' "

1

1

2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2

a b a b a b a b
f a f f a f x a

a b a b a b a b
f b f f b f x b

                   
      

                   
      

 



 

其中 1 2, , ,
2 2

a b a b
x a x b

        
   

因为     0f a f b  ，两式相加得： 

     

     

       

2" "
1 2

2" "
1 2

2 2" "
1 2

1
2 0

2 8

1

2 16

1

16

a b
f f x f x b a

a b
f f x f x b a

f x f x b a b a

          
     

 

      

 

例 35. 设 f(x)在 ,a b 上二阶可导且  "f x M ， 0
2

a b
f

   
 

， 1b a  ，求证：

    1

4
f a f b M  。 

证明：把 f(a)、f(b)分别在
2

a b
x


 点处展开，结合 0

2

a b
f

   
 

得： 

   

   

2
' "

1

2
' "

1

1

2 2 2 2

1

2 2 2 2

a b a b a b
f a f a f x a

a b a b a b
f b f b f x b

             
    

             
    

 

两式相加得：          2" "
1 2

1

8
f a f b f x f x b a       

         

     

2" "
1 2

2" "
1 2

1

8
1 1

8 4

f a f b f x f x b a

f x f x b a M

      

     

 

例 36. 设    " 0, 0,1f x x  ，证明：  1 2

0

1

3
f x dx f    

  。 

证明：把  2f x 在
1

3
x  点处展开得 

   

   

2
2 ' 2 " 2

" 2 ' 2

1 1 1 1 1

3 3 3 2 3

1 1 1
0,

3 3 3

f x f f x f x

f x f x f f x

                
      

            
    


 

两边同时积分得  1 1 12 2

0 0 0

1 1 1 1
'

3 3 3 3
f x dx f dx f x dx f               

          

例 37. 设函数 f(x)>0，  " 0f x  ，证明：    2 b

a
f x f x dx

b a


  。 



 

证明：设函数在 0x x 处取得最大值，把最大值点在任意点处展开得： 

              2' " '
0 0 0 0

1

2
f x f x f x x x f x x f x f x x x         

两边积分得       '
0 0

b b b

a a a
f x dx f x dx f x x x dx      

         0 0

b b

a a
b a f x f x dx x x df x       

           0 02 2
b b

a a
f x dx b x f b x a f a f x dx        

   0

2 b

a
f x f x dx

b a
 

   

因为  0f x 是 f(x)的最大值，所以    2 b

a
f x f x dx

b a


  。 

例 38. 设函数 f(x)在[a,b]上二阶连续可导，且      0, 0f a f b f x   ， 

证明：
 
 

" 4b

a

f x
dx

f x b a


 。 

证明：令  
 

 0
,

max
x a b

f x M f x


  ，由     0f a f b  得  0 ,x a b  

在区间   0 0, , ,a x x b 上分别用拉格朗日中值定理得 

           

 
       

       

  

2

1

' 0 ' 0
1 1 0 2 2 0

0 0

"
" " "

' ' 0 0
2 1

0 0 0 0

0 0

, , , , ,

1 1 1

1 1 1 1

4

b b b x

a a a x

f x f x
f x x a x f x x x b

x a x b

f x
dx f x dx f x dx f x dx

f x M M M

f x f x
f x f x

M M x b x a b x x a

b a

b x x a b a

   
 

   

     
   


 

  

   
 

例 39. 设函数 f(x)在 [0,1]上有一阶连续导函数，且 f(0)=f(1)=0，求证：

 
 

 
1 '

0 0,1

1
max

4 x
f x dx f x


 。 

证明：令
 

 
,

max
x a b

M f x


 ，由拉格朗日中值定理得： 

          
 

 ' '
1 1

,
0 0 max ,

x a b
f x f f x x f x f x x M f x


    即  

   
1 1

2 2

0 0

1

8
f x Mx f x dx M xdx M       

           ' '
2 21 1 1f f x f x x f x f x x     同理 即  



 

       

       
 

 

1 1

1 1

2 2

1
1 1 1 '2

1
0 0 0 0,1

2

1
1 1

8

1 1
max

4 4 x

f x M x f x dx M x dx M

f x dx f x dx f x dx f x dx M f x


      

     

 

   
 

例 40. 设函数    ,f x C a b 且不恒为 0，  0 f x M  ，求证： 

       
422 2 2

cos sin
12

b b b

a a a

M b a
f x xdx f x xdx f x dx

                     

证明：构造辅助函数 

         
422 2 2

cos sin
12

t t t

a a a

M t a
F t f x xdx f x xdx f x dx

                      

         

     

'

32

2 cos cos 2 sin sin

1
2

3

t t

a a

t

a

F t f t t f x xdx f t t f x xdx

M t a f t f x dx

 

  

 


 

       321
2 1 cos

3

t

a
M t a f t f x x t dx        

   

   

32 2

32

1
2 1 cos

3
1

2 sin
6

t

a
M t a M x t dx

M t a t a t a

      

        


 

令            3 2'1 1
sin , 1 cos

6 2
g t t a t a t a g t t a t a            

     " 'sin 0,g t t a t a g t      单调递增，      ' ' 0,g t g a g t   单调递增，

       '0, 0g t g a F t F t     单调递增， 

    0F b F a   即 

       
422 2 2

cos sin
12

b b b

a a a

M b a
f x xdx f x xdx f x dx

                     

例 41. 设  0,1 , 1x p  ，求证：  12 1 1
pp px x     。 

证明：设    1
ppf x x x   ，则     1' 1 1

ppf x px p x
   令  ' 0f x  得驻点

1

2
x  ，当

1
0,

2
x    

时  ' 0f x  ，当
1

,1
2

x    
时  ' 0f x  ， 

f(x)在
1

0,
2

 
  

上递减，在
1

,1
2
 
  

上递增，
11

2
2

pf    
 

是函数的最小值，又

   0 1 1f f  ，所以  12 1 1
pp px x     。 

例 42. 已知函数 f(x)在 0,2 上二次连续可微，f(1)=0，
 

 "

0,2
max
x

M f x


 ，证明：



 

 
2

0 3

M
f x dx  。 

证明：f(x)在 x=1 处展开得        2' "1
1 1 1

2
f x f x f x     

           2 2' '1 1
1 1 1 1 1 1

2 2
f x M x f x f x M x          

      
2 22'

0 0

1
1 1 1

3 2

M
f x M x dx f x dx           

      
2 22'

0 0

1
1 1 1

2 3 3

M M
f x M x dx f x dx            

例 43. 设 ( )f x 在[0，1]上连续，在（0，1）内二阶可导，且 ( ) 0f x  ，满足
1 1

0 0

( ) ( ) 0f x dx xf x dx   。证明： ( )f x 在[0，1]上恰好有两个零点。 

证:因为
1

0
( ) 0f x dx  ，则 ( )f x 在 (0,1)内不能同号，从而由闭区间上连续函数的性质知， ( )f x

在 (0,1)内至少有一个零点。 

假定 x  是 ( )f x 在 (0,1) 内的唯一零点，不妨设当 0 x   时， ( ) 0f x  ，当 1x   时，

( ) 0f x  ，则
1

0
( ) ( ) 0x f x dx  ，但是

1

0
( ) ( ) 0x f x dx  ，矛盾。所以， ( )f x 在 (0,1)

内至少有两个零点。 

如 果 ( )f x 在 [0,1] 上 至 少 有 3 个 零 点 ， 设 为
1 2 3 1 2 3
, , ( )x x x x x x  ， 则

1 2 3
( ) ( ) ( ) 0f x f x f x   ，则罗尔定理知，存在点

1 2 2 3
( , ), ( , )a x x b x x  ，使

( ) 0, ( ) 0f a f b   。对 ( )f x 在 [ , ]a b 上应用罗尔定理知，存在 ( , ) (0,1)a b   ，使得

( ) 0f   ，这与 ( ) 0f x  矛盾。所以， ( )f x 在 [0,1]上恰好有两个零点。 

例 44. 设函数 )(xf 在区间 ),[ a 上具有二阶导数，且 0)( Mxf  ， 2)(0 Mxf  ，

（  xa ）. 证明 202)( MMxf  . 

证明：对任意 ),[  ax ，及任意的 0h ，使得 ),(  ahx ，于是有 

     2)(
!2

1
)()()( hfhxfxfhxf  ，其中 ],[ hxx  . 

即 )(
2

)]()([
1

)( f
h

xfhxf
h

xf  ; 故 

2
0

2

2
)( M

h

h

M
xf   ， )0),,[(  hax  

令 2
0

2

2
)( M

h

h

M
hg  ，下面求其最小值：由 0

2

12
)( 22

0  M
h

M
hg  

得到
2

0
0 2

M

M
h  . 0

4
)(

3
0 

h

M
hg ，所以 )(hg 在

2

0
0 2

M

M
h  处得极小值，亦即最小值

且最小值为 200 2)( MMhg  ，  

故 202)( MMxf   )),[(  ax  

例 45. 设函数 )(xf 在闭区间 ]1,0[ 上连续，在开区间 )1,0( 内可导，且 1)1(,0)0(  ff ，



 

试证明：对于任意给定的正数 a 和 b ，在开区间 )1,0( 内存在不同的  和 ，使得

ba
f

b

f

a





 )()( 
 

证明：取数 )1,0( ，由连续函数介值定理知，存在 )1,0(C ，使得 )(Cf . 在区间

],0[ C 与 ]1,[C 上分别应用拉格朗日中值定理有 

CC

fCf
f

 




0

)0()(
)( ， C 0  

CC

Cff
f









1

1

1

)()1(
)(

 ， 1C  

显然   ；于是 

     
)1(

)(

)1(

)1()1(

1

1)()( 





 

















abaCbCbaC

C

b

C

a

f

b

f

a
 

注意到
ba

b

ba

a





  1, 且 )1,0(1,   ，代入上式得 

ba

ba

b

ba

a
ba

ab

f

b

f

a











 )()( 

. 

例 46. 设函数在 ,a b 上有连续导数，且     0f a f b  ，证明： 

 
 

 
 '

2
,

4
max

b

ax a b
f x f x dx

b a


  。 

证明：设
 

 '

,
max
x a b

M f x


 由拉格朗日中值定理得 

    '

1 1
,f x f x a a x     ， 

    

         

'

2 2

' '2
1 2

2

,
a b

b b

a b
a a

f x f x b x b

f x dx f x a dx f b x dx

 

 




   

      
 

     

 
 

 
 

2
2

2

'

2,

1

4
4

max

a b
b

a b
a

b

ax a b

M x a dx b x dx M b a

M f x f x dx
b a







        

  


 




 

例 47. 设函数 f(x)在 0,1 上有二阶导数，且满足 

     ", 0, 0f x a f x b a b    ，证明：对任意  0,1x 有 

 ' 2
2

b
f x a  。 

证明：利用泰勒公式，对  0,1x  有 



 

         

           

' " 2

1 1

2' "

2 2

1
0 , 0,

2
1

1 1 1 , ,1
2

f f x f x x f x x

f f x f x x f x x

 

 

   

     
 

          

          

2' " " 2

2 1

2' " " 2

2 1

1
1 0 1

2
1

1 0 1
2

f f f x f x f x

f x f f f x f x

 

 

       

      

 

        2" " 2

2 1

1 1
1 0 1

2 2
f f f x f x       

 221
2 1 2

2 2

b
a b x x a         

例 48. 设 f(x)在 0,1 上有二阶连续导数，且    0 1 0,f f   

 
 

0,1
min 1
x

f x


  ，证明：
 

 "

0,1
max 8

x
f x


 。 

证明：由    0 1 0,f f 
 

 
0,1

min 1
x

f x


  得  0,1a  使得 

   '1, 0f a f a   ，利用泰勒公式展开得： 

         

           

' " 2

1 1

2' "

2 2

1
0 , 0,

2
1

1 1 1 , ,1
2

f f a f a a f a a

f f a f a a f a a

 

 

   

     
 

   
 

 
 

       

" "

21 22

"

2 22 20,1 0,1

2 2
,

1

2 2 1 1 2
max max , 8

11 1x x

f f
a a

f x
a a a aa a

 

 

  


        
   

 

例 49. 设 f(x)在 ,a b 上有二阶可导，且    ' ' 0,f a f b  则在 ,a b 内必存在一点

使得  
 

   "

2

4
f f b f a

b a
  


。 

证明：由泰勒公式得： 

     

    

2

' "

1

2"

1 1

1

2 2 2 2

1
, ,

8 2

a b a b a b
f f a f a a f a

a b
f a f b a a



 

                
     

     
 

 



 

     

    

2

' "

2

2"

2 2

1

2 2 2 2

1
, ,

8 2

a b a b a b
f f b f b b f b

a b
f b f b a b



 

                
     

     
 

 

         

         

2" "

1 2

2" "

1 2

1

8
1

8

f b f a f f b a

f b f a f f b a

 

 

      

     

 

令       " " "

1 2
maxf f f   ， ，则        2"1

4
f b f a f b a    

故  
 

   "

2

4
f f b f a

b a
  


 

例 50. 设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上具有连续的二阶导数，证明： ),( ba ，使得

)()()
2

(2)(
)(

4
2

fbf
ba

faf
ab





 





 

证明：将函数 )(xf 在点
20

ba
x


 处作泰勒展开，并分别取 ax  和 bx  得到 

2
1 )

2
)((

2

1
)

2
)(

2
()

2
()(

ba
af

ba
a

ba
f

ba
faf










  ，其中 )
2

,(1

ba
a


 ； 

2
2 )

2
)((

2

1
)

2
)(

2
()

2
()(

ba
bf

ba
b

ba
f

ba
fbf










  ，其中 ),
2

(2 b
ba 

 . 

两式相加得到 2
21 )

2
)](()([

2

1
)()

2
(2)(

ab
ffbf

ba
faf




   

由于 )(xf  连续，由介值定理知，存在 ],[ 21   ，使得
2

)()(
)( 21  ff

f


 ，从而得：

)()(
4

1
)()

2
(2)( 2 fabbf

ba
faf 


  

即 )]()
2

(2)([
)(

4
)(

2
bf

ba
faf

ab
f 





  . 

例 51. 设函数 )(xf 在闭区间 ]2,2[ 上具有二阶导数， 1)( xf ，且 

4)]0([)]0([ 22  ff ，证明：存在一点 )2,2( ，使得 0)()(   ff . 

证明：在区间 ]0,2[ 和 ]2,0[ 上分别对函数 )(xf 应用拉格朗日中值定理得 

)0,2(1  使
2

)2()0(
)( 1


 ff

f  ； )2,0(2  使
2

)0()2(
)( 2

ff
f


  .  

注意到 1)( xf ，因此 1
2

)2()0(
)( 1 


 ff

f  ， 1)( 2  f . 命 

22 )]([)]([)( xfxfxF   

则 )(xF 在区间 ]2,2[ 上可导，且 

2)]([)]([)( 2
1

2
11   ffF ， 2)]([)]([)( 2

2
2

22   ffF ， 4)0( F  

故 )(xF 在区间 ],[ 21  上的最大值 4)}({)(
),( 21




xfMaxF
x 

 ，且 ),( 21   . 由费马引理知



 

0)(  F . 而 )()(2)()(2)( xfxfxfxfxF   

故 )]()()[(2)(  fffF   

由于 4)]([)]([)( 22   ffF ，所以 0)(  f ，从而 0)()(   ff . 

例 52. 设 f(x)在区间  , 0a a a  上具有二阶连续导数，f(0)=0，证明：在 ,a a

上至少存在一点使得    3 " 3
a

a
a f f x dx


  。 

证明：由泰勒公式得：        ' " 2
1

1
0 0

2
f x f f x f x    

     ' " 2
1

1
0

2
f x f x f x   

       ' " 2 " 2
1 1

1 1
0

2 2

a a a

a a a
f x dx f x f x dx f x dx 

  

          

 "f x 在  ,a a 上连续，故  "f x 在  ,a a 上有最小值 m 和最大值 M，故

 3 2 " 2 2 3
1

2 2

3 3

a a a

a a a
a m m x dx f x dx M x dx a M

  
       

即
 " 2

1

32
3

a

a
f x dx

m M
a


 

，由介值定理得，  ,a a   使得 

 
 

     
" 2

1" " 2 3 "
1

3

1 1
2 2 3
3

a

a a
a

a a

f x dx
f f x dx f x dx a f

a


  

 
   

   

   3 " 3
a

a
a f f x dx


    

例 53. 设  "f x 连续且      " '0, 0 0 0f x f f   ，u(x)是曲线 y=f(x)在点

(x,f(x))处的切线在 x轴上的截距，试求极限
  

 
0

0

0

lim

u x

xx

f t dt

f t dt





。 

分析：当 0x  时所求极限为
0

0
型未定式，可考虑用等价无穷小和洛必达法则，因此

要对变上限函数的定积分求导，所以先要求出    ',u x u x ，进而可利用    ',f x f x
的泰勒公式求得极限。 

解：曲线 )(xfy  在点(x,f(x))处的切线方程为： ))(()( xXxfxfY  ， 

注意到由于 (0) 0f   ， ( ) 0f x  ，所以 0x  时 ( ) 0f x  . 令 Y=0 得切线



 

在 x 轴上的截距为：   ( )

( )

f x
u x x

f x
 


，且 

       
 

"'
'

2"0 0 0 0 '

( ) ( )
lim lim lim lim 0,

( ) ( )x x x x

f x f xf x f x
u x x u x

f x f x f x   
     

   
， 

将 )(xf 在 00 x 处展成泰勒公式得： 

2 2
1 1

1 1
( ) (0) (0) ( ) ( )

2 2
f x f f x f x f x       ， 1 在0 与 x 之间； 

将  x u x 代入得： 

    2

2

1
( )

2
f u x f u x       ， 2 在0 与  u x 之间； 

          
 

2
1

' " " "
1 1 " 20 0

1

1
( ) 12, , lim 1 lim

2x x

f xu x
f x f x f x f

x f x


 

  


       

        2 2
2 2

1 1 1
~ 0 , ( ) ~ ( )

2 2 8
u x x x f u x f u x f x             

  

 
 
 

   
 

"
0

2'0 0

0

lim lim

u x

x
x x

f t dt f u x f x f x

f x f xf t dt
  

   
  




  

   
 

 
 

" "
1 2

22 2' " 20 0
1

1 1
lim lim ( )

8 8x x

f u x f x f
f x

f x f x





  

     
      


  

例 54.若    , ,a f x b x a b   且    f x f y k x y   ，其中 k为常数 

且 0<k<1，设    1 1, , , 1,2,...n nx a b x f x n   ，证明： 

（1）存在唯一的  ,x a b 使得 f(x)=x；（2） lim n
n

x x


  

分析：证明存在性的方法有很多，一般来说，和函数有关的可以利用连续函数的介值定

理，和导数有关的可以利用中值定理。 

证明：（1）由    f x f y k x y   知 f(x)连续，所以 g(x)=f(x)-x 连续，由于

     , 0, 0a f x b g a g b     ，由介值定理得：  ,x a b  使得 g(x)=0 即

f(x)=x 。 假 设 另 有  0 0 0x x x x 且f ， 则

   0 0 0 0x x f x f x k x x x x       矛盾。这就说明，存在唯一的

 ,x a b 使得 f(x)=x。 

（2）     2 1
1 1 2 1... n

n n n nx x f x f x k x x k x x k x x
             

1 1
1 1, 1, 0 lim lim 0n n

n nn n
x x k x x k x x k x x 

 
          由夹逼定理



 

得 lim 0, limn n
n n

x x x x
 

     

例 55. 设 f(x)在 , 0
2

a b a b
    

 
上连续，在(a,b)上可导，证明：在(a,b)内

至少存在两点 1 2,  使得    ' ' 2
2 1

1

sin
tan

2 cos

a b
f f

 



 。 

证明：由柯西中值定理得
     '

1
1

1

,
sin sin cos

f b f a f
a b

b a







  


 

同理可得
     '

2
2

2

,
cos cos sin

f b f a f
a b

b a







  
 

 

       
' '

1 2

1 2

sin sin cos cos
cos sin

f f
b a b a

 
 

   


 

   ' '2
1 2

1

sin cos cos

cos sin sin

b a
f f

b a

  



  


 

即    ' ' 2
2 1

1

sin
tan

2 cos

a b
f f

 



  

例 56. 设函数 f(x)在 R 上有界且导数连续，又对于任意实数 x有     1f x f x 、
，

证明：   1f x  。 

证明：令            ,x x xg x e f x g x e f x f x g x e      
、 、 、

， 

即  x xe g x e  、
，积分得  

x x xt te dt g t dt e dt
  

    、
 

即        lim 1 1 1x x x x

x
e e f x e f x e f x f x


          

例 57.设  f x、
在[a,b]上连续，f(x)在(a,b)内二阶可导， 

     0, 0
b

a
f a f b f x dx   ，求证： 

（1）在(a,b)内至少存在一点 使得    'f f  ； 

（2）在(a,b)内至少存在一点     使得    "f f  。 

证明：（1）法一.由积分中值定理得：  ,c a b  使得 

       0, 0
b

a
f x dx b a f c f c     ，设    xg x e f x ， 

则 g(x) 在[a,b]上连续，在(a,b)内可导，且       0g a g b g c   ，由罗尓定理

得：    1 2, , ,a c c b    使得    ' '
1 2g g  ，而      xg x e f x f x    

、 、 ， 



 

所以，在(a,b)内至少存在一点 使得    'f f  。 

法二.令      
x

a
h x f x f t dt   ，则     0h a h b  ，由罗尓定理得：  ,a b  使

得  ' 0h   ，即    'f f  。 

（2）由（1）得        ' '
1 1 2 20, 0,f f f f        

令      xF x e f x f x   
、 ，则 F(x)在[a,b]上连续，在(a,b)内可导， 

且    1 2 0F F   ，由罗尓定理得    1 2, ,a b     使得 ( ) 0F   ， 

又    "( ) xF x e f x f x    ，所以    "f f  且  。 

例 58. 若函数 f(x),g(x)在[a,b]上连续，在(a,b)上可导，且   0g x 、 ， 

证明：存在  ,a b  使得
 
 

   
   

'

'

f f f a

g g b g

 
 





。 

证明：令              h x f a g x f x g b f x g x   ， 

则        h a h b f a g b  ，又 h(x) 在[a,b]上连续，在(a,b)上可导，由罗尓定理得：

存在  ,a b  使得  ' 0h   ， 

又                  h x f a g x f x g b f x g x f x g x   、 、 、 、 、  

故，存在  ,a b  使得
 
 

   
   

'

'

f f f a

g g b g

 
 





。 

例 59.将均匀的抛物形体
2 2 1x y z  Ω: 放在水平桌面上，证明：当形体处于稳定平

衡时，它的轴线与桌面的夹角为
3

arctan
2

  。 

解:当重心最低时，物体处于稳定平衡状态。由于 

2

2 1 1

0 0
d d d d

2
M v z





  


      , 2

2 1 1

0 0
d d d d

3xy
M z v z z





  


      ， 

于是
2

3
xyM

z
M

  。所以，物体的重心为
2

0,0,
3

P
 
 
 

。 

求点 P到抛物面 2 2z x y  的最短距离。作拉格朗日函数 
2

2 2 2 22
( , , , ) ( )

3
F x y z x y z x y z         

 
， 

  由

2 2 0,

2 2 0

2
2 0

3

F
x x

x
F

y y
y

F
z

z








  




   
         

解得
1 1

,
612

x y z   。 



 

   记
1 1 1

, ,
612 12

Q
 
 
 

，则
1 1 1 5 1 1 3

, , , ,
2 12 5 5 512 12

QP
            


。 

  所以，
3

sin cos
5

   ，故
3

tan
2

  ，因此
3

arctan
2

  。 

例 60.设函数 ( )f u 可导且 ( ) 0f u  ，证明：旋转曲面
2 2( )z f x y  的法线与转轴相交。 

证:方法 1  设 2 2u x y  则 ( )z f u 。因为 ( ) ,     ( )
z x z y

f u f u
x u y u

   
 

， 

所以旋转面上 ( , , )P x y z 点处的法线 l的方程为 

1( ) ( )

X x Y y Z z
x y

f u f u
u u

  
 

 
。 

易见旋转面的转轴为 z 轴，其方程为
0,

0.

X

Y


 

解它们联立的方程组得 l 与 z 轴相交且交点

为

2 2

2 2
0,0,

( )

x y
z

f x y

 
    

。 

方法 2  设 2 2 , ( )u x y z f u   ，于是旋转面在点 ( , , )P x y z 处的法线 l 的方向向理可取为

[ ( ), ( ), ]s xf u yf u u   ,而旋转面转轴为 z轴，其方向向量为 (0,0,1)k  ，又 z轴上点

(0,0,0)O 到 l上点 ( , , )P x y z 的向量为 ( , , )OP x y z


，由于三向量 , ,k s OP


的混合积 

0 0 1

[ , , ] ( ) ( ) 0k s OP xf u yf u u

x y z

   


 

所以法线 l 与 z 轴共面。若 P 为 (0,0, (0))f ，则 P 点已在 z 轴上。否则，

( , , ) (0,0, (0))P x y z f ，因为 ( ) 0f u  ，故必有 k 与 s 不平行。于是，l 与 z 轴共面又

不平行，则 l与 z轴必为相交。 

例 61. 求 222 2),( yyxxyxf  在  1),( 22  yxyxS 上的最大值与最小值. 

解：方法 1：令 )1(2),,( 22222  yxyyxxyxF  ，并令： 















01

0222

0242

22

2

yxF

yyxF

xxyxF

y

x







解得：







1

0

y

x
及














3

3

3

6

y

x
， 

从而得 6 个可能极值点： 

)1,0( ， )1,0(  ， )
3

3
,

3

6
( ， )

3

3
,

3

6
(  ， )

3

3
,

3

6
( ， )

3

3
,

3

6
(   

对应函数值分别为：1，1， 3
9

4
1 ， 3

9

4
1 ， 3

9

4
1 ， 3

9

4
1 .  

故函数的最大值为 3
9

4
1 ，最小值为 3

9

4
1 . 



 

方法 2：将 122  yx 代入函数 222 2),( yyxxyxf  可将函数化为一元函数：
32222 221)1(2)1(:)( yyyyyyyF  （ 11  y ） 

262)( yyF  ，令 0)(  yF 解得驻点
3

3
y ， 

且由 1)1( F ， 1)1( F ， 3
9

4
1)

3

3
( F ， 3

9

4
1)

3

3
( F  

可知函数的最大值为 3
9

4
1 ，最小值为 3

9

4
1 . 

例 62. 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.3 练习题 
 

1.设 为不共线的三点 A,B,C 组成的平面，O 为原点，设 , , ,OA OB OC    
     

则n           
      

与平面 的夹角为__________________。 

2.若函数 )(xf 在 ),(  可导,且 1
2

)1()1(
lim),4()(

0





 x

xff
xfxf

x
,求 )5('f  

3.当 0x 时, 3 3121 xx  与 nax 是等价无穷小,求a与n  

4. 设 
x

dxxxf
sin

0

2 )sin()( ， 43)( xxxg  ，则当 0x 时，（     ） 

（A） )(xf 与 )(xg 为同阶但非等价无穷小；   （B） )(xf 与 )(xg 为等价无穷小；   

（C） )(xf 是比 )(xg 更高阶的无穷小；  （D） )(xf 是比 )(xg 更低阶的无穷小 

5. 设摆线方程为







ty

ttx

cos1

sin
，则此曲线在

3


t 处的法线方程为            . 

6．设 22 yxyxz  在点 )1,1( 处沿方向 )1,2(
5

1
l


的方向导数 


l

z
         。 

7.选择（1）．曲线
)2)(1(

1
arctan

21
2





xx

xx
ey x 的渐近线有（     ） 

（A）1条；  （B）2 条；   （C）3 条；   （D）4 条. 

8. 设 ),,( zyxfu  ， 0),,( 2 zyx ， xy sin ，其中 ,f 具有连续的一阶偏导数，且

0



z


，求

dx

du
. 

9. a，b ， c为何值时，  


x

bx
c

t

dtt

axx 2

2

0 1sin

1
lim 成立？ 

10.由方程 2222  zyxxyz 所确定的函数 ),( yxzz  在点 )1,0,1(  处的全微分

dz                    . 



 

11.设 )()(
1

yxyxyf
x

z   ，其中 f 、具有二阶连续导数，则 



yx

z2

         . 

12. 设 )(),(
x

y
g

y

x
xyfz  ，其中 f 具有二阶连续偏导数， g 具有二阶连续导数，求

yx

z

x

z





 2

2

2

, . 

13.设函数 )(xyy  由参数方程












 t u

du
u

e
y

tx

ln21

1

221
（ 1t ）所确定，求

9

2

2

x
dx

yd
. 

14.设 )(xf 在 ]1,0[ 上连续，在 )1,0( 内可导，且 0)0( f ，证明：存在点 

 (0,1)  ， 使  ( ) ( ) ( )f f f      。 

15.设 f 在 0, 2 上可导，且
 1

 0
( ) (2)f x dx f ，证明至少存在一点 (0,2)  ，使  ' 0f   。 

16.设函数 )(xf 在闭区间 ]1,0[ 上连续，在开区间 )1,0( 内可导，且  
1

4

3 )0()(4 fdxxf ，求

证：在开区间 )1,0( 内存在一点，使得 0)(  f . 

17.设 f(x)在 0, 2 上连续，在 (0, 2)内二阶可导，且   1
0

2
f f    

 
， 

1

1

2

2 ( ) (2)f x dx f 。证明：存在  0,2  使得
"( ) 0f   。 

18.设 f(x)在 ,a b 上连续，在(a,b)上可导，f(a)=f(b)=0，证明：对于任意的实数 都

存在  ,a b  使得    'f f   。 

19. 设  0,1 , 1x p  ，求证：  12 1 1
pp px x     。 

20. 设    ,f x g x 均在 ,a b 上连续，在 ,a b 上可导，且 

         ' ', ,x a b f x g x f x g x   ，又 f(X)在 ,a b 内有两个零点 1 2,x x 。证明：

 0 ,x a b  使  0 0g x  。 

21. 设 f(x)是区间 0,1 上的非负可导函数，且    ' 2 f x
f x

x
  ，           

证明：在(0,1)内存在唯一的使得    
1

f f x dx


    。 

22. 设函数在 0,a 上有二阶连续导数，且  "f x M ，又 f(x)在(0,a)内取得最大值。

证明：    ' '0f f a Ma  。 

23.  , 0,1n N x  ，证明：   1
1nx x

ne
  。 

24.设函数 f(x)在 0,1 上可导，  0 1f x  且   1f x 、
，证明：在(0,1)内必有唯一

的点
0

x 使  0 0
f x x 。 

25. 证明：曲线
xy e 与

2y ax bx c   的交点不多于三个。 



 

26. 设 C 是常数，函数 f(x)满足下列两个等式，  lim ,
x

f x C


  

 '''lim ,
x

f x C


 求证：    ' "lim 0,lim 0
x x

f x f x
 

  。 

27. 设函数 f(x)在[a,b]上连续，在(a,b)内可导，其中 a>0 且 f(a)=0，证明：在(a,b)

内至少存在一点 使得    'b
f f

a

 
 。 

28. 设 f(x)在[a,b]上连续，在(a,b)内可导，   ,f a a    2 21

2

b

a
f x dx b a  ，求证：

在(a,b)内至少存在一点 使得    ' 1f f     。 

29.在椭球面 122 222  zyx 上求一点，是函数 222),,( zyxzyxf  在该点沿方向

jil


 的方向导数最大。 
30. 
 
 
 
 
 
 
 
 

第四章  无穷级数 
4.1.基本概念与内容提要 

级数
1 1

n n
n n

a ca
 

 
 与 收敛性相同。若级数

1 1
n n

n n

a b
 

 
 与 都收敛，则级数

1

( )n n
n

a b




 也收敛，

且
1 1 1

( )n n n n
n n n

a b a b
  

  

     。若级数
1 1

n n
n n

a b
 

 
 与 都发散，则级数

1

( )n n
n

a b




 不一定发散。

若级数
1 1

n n
n n

a b
 

 
 收敛， 发散，则级数

1

( )n n
n

a b




 必发散。 

由级数
1

( )n n
n

a b




 收敛不能得到级数
1 1

n n
n n

a b
 

 
 与 收敛。 

1 1

1 1

1
, 1 ; 1

1
n n

n n

q q q q
q

 
 

 

  
 等比级数 当 时收敛且 当 时发散。 

P 级数
1

1
p

n n




 ，当 p>1 时收敛，当0 1p  发散。其中调和级数

1

1

n n




 发散。 

级数
1

1

n n k



  发散，其中 k 为正常数。级数 1
1

( )n n
n

a a





 收敛 lim nn
a


 存在。 

如果级数
1

n
n

a



 收敛，则 lim 0nn

a


 。如果 lim 0nn
a


 ，则级数

1
n

n

a



 必发散。 

改变一个级数的任意有限项，不改变其敛散性，但在收敛时原级数的和改变。收敛级数

加括号后仍收敛于原级数和。若加括号后所得级数发散，则原级数也发散。 
正项级数审敛法： 



 

 

n
1

n
1 1 1 1

1. S

2.

lim 0 ,

n
n

n
n n n n

n n n nn

a M

a
l l b a a b

b





   


   

 

   



   

正项级数的收敛准则： 收敛

正项级数比较判别法：大收小必收，小散大必散。

若 则 收敛 收敛； 发散 发散。

 

n n
1 1 1 1

1 1 1

lim 0, lim ,

1

3. lim 0 1 1

1

n n
n n n n

n n n nn n

n np
n n n

n
nn

a a
b a b a

b b

a p a
n

a  

 

   

 
   

  

  



    

   



   

  

若 则 收敛 收敛。若 则 发散 发散。

解题时常将级数 与 级数 比较，以判定 的敛散性。

根值判别法：设： ，则当 时，级数收敛；当 时，

级数发散；当 时，不确定。注意： =0时级数也收敛。

   

14. lim 0 1 1

1

5. 1

n

n
n

a

a

f x

  

 




   





比值判别法：设： ，则当 时，级数收敛；当 时，

级数发散；当 时，不确定。注意： =0时级数也收敛。

积分判别法： 是在 ， 上单调递减的正项连续函数，

   
1

1n

f n f x dx
 


 则正项级数 与广义积分 具有相同的收敛性。 

广义积分  
1

f x dx


 的敛散性的判别方法与正项级数的相同。 

1 26. ; limn n n
n

s u u u s


   定义法： 存在，则收敛；否则发散。 

1 2 3 4 1 2 3( , 0)nu u u u u u u u         交错级数 或 的审敛法——莱布尼兹定理：

1

1 1,
lim 0

n n

n n n
n

n

u u
s u r r u

u






   
如果交错级数满足 ，那么级数收敛且其和 其余项 的绝对值 。交

错级数  
1

1
n

n
n

a




 判断收敛一般用下述方法： 

（1）
 

1 1

1

lim 0 ,n n n
n

n n n n

a a a s a

r r a a

 



  



莱布尼兹定理：如果交错级数满足 ， 那么级数收敛且其和

其余项 的绝对值 。如果 不满足条件，则一般可改用：
 

（2）取通项的绝对值所构成的级数，若收敛则原级数绝对收敛；若此绝对值所构成的

级数用比值法或根值法判定发散，则通项不趋于 0，原级数发散。 
（3）拆项或并项的方法，将通项拆成两项，若以此两项分别作通项的级数均收敛，则

原级数收敛；若一级数收敛另一发散，则原级数发散。若并项后的级数发散，则原级数

也发散。 

（4）如果能立即看出 lim 0n
n

a


 ，则级数
1

n
n

a



 必发散。 

绝对收敛与条件收敛： 

1 1 1 1

1 1 1

n n n n
n n n n

n n n
n n n

a a a a

a a a

   

   

  

  

   

  

若 收敛，则 收敛且称为绝对收敛；若 发散但 收敛则称为条件收敛。

由 发散不能断言 也发散。但如果 的发散是由比值法（或根值法）

 



 

n
1

2

lim 0 lim 0

1 ( 1) 1

n n n
n

n

n

a a a

n n n



 


 





  

推断出的，则 ，从而 ，于是 也发散。

调和级数 发散，而 收敛；级数 收敛。

 

绝对收敛级数的和仍绝对收敛，绝对收敛级数与条件收敛级数的和是条件收敛。 

任意项级数的判别法：①绝对值判别：若级数
1 1

n n
n n

a a
 

 
 收敛，则 收敛。即绝对收敛的级

数一定收敛。②拆项或并项的方法，将通项拆成两几项之和，利用交错级数和正项级数

的判别方法。其一般判别步骤如下图所示： 

 
幂级数： 

2 3

2
0 1 2

1
1

11
1

(3)

n

n
n

x
xx x x x

x

a a x a x a x

x R

R x R R

x R


     



    







 

 

时，收敛于
　　

时，发散

对于级数 　 ，如果它不是仅在原点收敛，也不是在全

时收敛

数轴上都收敛，则必存在 ，使 时发散，其中 称为收敛半径。

时不定

lim 0nn
u


  非

1
n

n

u



 发散

1
n

n

u



 用正项级数判别法 

收敛 

1
n

n

u



 绝对收敛

是 

发散 

1
n

n

u



 用莱布尼茨法则、定义或基本性质判别

收敛 

发散 

1
n

n

u



 发散 

1
n

n

u



 条件收敛 

1
n

n

u



 任意项级数 



 

1
1

1
0

lim (3) 0

0

n
n n

n
n

R

a
a a R

a
R




 





 

   

  

时，

求收敛半径的方法：设 ，其中 ， 是 的系数，则 时，

时，

幂

级数在收敛域上的性质： 

若 幂 级 数
1

n
n

n

a x



 的 收 敛 半 径 为 1R ，

1

n
n

n

b x



 的 收 敛 半 径 为 2R ， 则

1 1 1

( ) n n n
n n n n

n n n

a b x a x b x
  

  

     ，收敛半径  1 2min R ,RR  。 

例：幂级数
2

1 1

2
n

n
n

x
n n





  
 

 的收敛域为_______________ 

解：由于
  1

2 1
lim 1, lim

2 21 1

n

nn n

n n

n n  
 

 
，

2 2

1 1
1,

2
n n

n
n n

x x
n n

 

 

 的收敛半径为 的收敛  

半径为2，
2

1 1

2
n

n
n

x
n n





  
 

 的收敛半径为 1，当 1x   时，级数
2

1 1

2
n

n
n

x
n n





  
 

 绝对收敛，

所以，收敛域为 1,1 。 

当两个幂级数的收敛域不同时，它们的和的收敛域是两个收敛域的交集，这种方法可以

简化求幂级数的收敛域。 

幂级数在收敛域  R,R 上绝对收敛，且和函数 S(x)为连续函数。若
1

n
n

n

a x



 在-R 或 R 处

收敛，则 S(x)在 -R 或 R 处分别右连续、左连续。和函数 S(x)为可导函数且

  1

1

n
n

n

S x a nx






 、 ，逐项求导后收敛半径不变。和函数 S(x) 为可积函数且

 
0 0

1

x x n
n

n

S t dt a t dt




  ，逐项积分后收敛半径不变。逐项求导、逐项积分后，收敛半径

不变但收敛域可能改变，在端点处的敛散性可能改变。 

若幂级数
1

n
n

n

a x



 在 0x x 处发散 ，则当 0

1

n
n

n

x x a x




 时级数 发散 。如果在某点

0 0x x x x 处幂级数条件收敛，则 必位于该幂级数的收敛域的端点。 

例：设幂级数  
1

x-1
n

n
n

a



 在 x=3 处条件收敛，则幂级数 1

1 1
nn

n

a
x

n




  在 x=3 处（ C  ） 

A.条件收敛       B.绝对收敛       C.发散      D.收敛性与 na 相关 

解：原幂级数在 x=3 处条件收敛说明收敛半径为 3-1=2。幂级数经逐项积分、平移后，收敛半径不

变，所以后一幂级数的收敛域为（-2，2]。X=3 在收敛域外，所以在该点处发散。 

幂级数
1

n
n

n

a x



 收敛半径的求法：设  1lim limn n

n
n n

n

a
a

a
  

 
  或 可以为 ，则当

0 R= ;  时
1

R=0 R= 


  当 = 时 ；当 0， 时 。此种求收敛半径的方法是充分条件，



 

若 1lim n

n
n

a

a



不存在时并不能说收敛半径不存在，因为收敛半径总是存在的。对于类似

2

1

n
n

n

a x



 、 3

1

n
n

n

a x



 等级数的收敛半径不能这样做，应根据 1u

lim 1n

n
nu



 求收敛半径。 

例：求
 
 

2
2

1

2 !

!
n

n

n
x

n




 的收敛半径。解：设

 
 

2
2

2 !
,

!
n

n

n
u x

n
 用比值判别法， 

由
  

 
2 21

2

2 2 2 1
lim lim 4

1
n

n n
n

n nu
x x

u n


 

 
 


得：当

1

2
x  时

24 1x  ，级数
 
 

2
2

1

2 !

!
n

n

n
x

n




 绝对收敛；

当
1

2
x  时

24 1x  ，级数
 
 

2
2

1

2 !

!
n

n

n
x

n




 发散；所以收敛半径为

1

2
R  。 

错解：由公式
  

 
1

2

2 2 2 1
lim lim 4

1
n

n n
n

n na

a n
 

 

 
  


，所以

1

4
R  。 

小试身手：幂级数
 

2

1 2 3
n

nn
n

n
x



  
 的收敛半径为__________（答案： 3 ） 

级数的和的求法： 

观察所给幂级数通项 nx 的系数 na ，若 na 为 n的简单有理式，则通过拆项将其拆成更

简单的分式之和；通过逐项积分，设法消去分式中分子的 n(或 n-1,n+1 等)；通过逐项

求导，设法消去分式中分母的 n(或 n-1，n+1 等)；最后设法利用级数之和
0

1

1
n

n

x
x






 。

若 na 的分母为    ! 2 ! 2n-1 !n n或 或 也可通过上述方法化简，最后利用 ,sin ,cosxe x x的展开

式求和。若 na 的分母为    2 !! 2n-1 !!n 或 也可通过上述方法化简，最后利用  1
m

x 的展

开式求和。幂级数求和还应求出收敛域。常用方法举例：设  
1

,n
n

n

s x a x




 用下列两种

途径求和函数  s x ：（1）   1

0
1

( )
x n

n
n

s x na x dx






  ；（2）   1

1 1
nn

n

a
s x x

n






 
   


、

。 

用幂级数求和的方法求某些数项级数的和时，要找到一个适当的幂级数，求出它的

和，再命 x为某值得到欲求的数项级数的和。已知某些和求另一些与此相关的和时，关

键步骤时，将欲求的前 n项部分和表示成已知部分和，然后取极限。 
函数展开成幂级数： 

直接展开法：利用泰勒级数公式，将函数在某个区间上直接展开成指定点的泰勒级数。 



 

 
 

( )
20 0

0 0 0 0

( 1)
1

0

( )
2

0

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

2! !

( )
( ) , ( ) lim 0

( 1)!

(0) (0)
0 ( ) (0) (0)

2! !

1

n
n

n
n

n n
n

n
n

f x f x
f x f x x x x x x x

n

f
R x x f x R

n

f f
x f x f f x x x

n
f x







       

  



      

 

 

函数展开成泰勒级数：

余项： 可以展开成泰勒级数的充要条件是：

时即为麦克劳林公式：

展开成x的幂级数的步骤：

求出              

 

         

( )
2

( 1)
1

n n

( )
2

1, 2,... ; 2 0 1,2,... ;

(0) (0)
3 (0) (0) R

2! !

( )
4 , lim lim 0 0

( 1)!

(0) (0)
( ) (0) (0)

2! !

n n

n
n

n
n

n

n
n

f x n f n

f f
f f x x x

n

f
x R R R x x x f x

n

f f
f x f f x x x

n

 




 

 


    

   



     

 

 

求

写出 并求出敛散半径 ；

当 时， 位于 与 之间 是 的

迈克劳林级数收敛的充要条件。此时

间接展开法：通过一定的运算（主要是加减法，数乘运算，逐项积分和逐项求导运算）

将函数转化为其它函数，进而利用新函数的幂级数（主要是一些简单函数的迈克劳林展

开式）展开将原来函数展开为幂级数。间接法是将函数展开为幂级数的主要方法，具体

方法是：①先求导，展开成幂级数后在积分；②先积分，展开成幂级数后在求导。当然，

中间还要通过一些适当的运算。 
一些常用函数展开成幂级数： 

   
   

   
     

   

   

2

1

2

1 1

2

2

( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1 ( 1 1)

2! !

1 2 3 !!1
1 1 1 1

2 2 !!

1 2 1 !! 2 1 !!1 1
1 1 1 1 1 1

2 !! 2 !!1 1

1
1 ... 1 ... 1 1

1
1

1 .
1

m n

n

n

n

n

n n

n n

n n

m m m m m n
x mx x x x

n

n
x x x x

n

n n
x x x x

n nx x

x x x x
x

x x
x





 

 

   
         

 
      

  
         

 

         


   




 

 　

，

 
 

 1
2

1
. ... 1 1 1 2 ... ... 1 1

1
n nx x x nx x

x
            


，

 
2 1

ln 1 ... ...
2 1

nx x
x x

n



      


，  
2 3

1 ... ...
2! 3! !

n
x x x x

e x x
n

            

3 5 2 1

sin ( 1) ( )
3! 5! (2 1)!

n
nx x x

x x x
n



          


 　  

     
2 4 2

cos 1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nx x x

x x
n

            

     
2 3 1

ln 1 ... 1 ... 1 1
2 3 1

n
nx x x

x x x
n



          


 



 

欧拉公式： cos sin cos sin
2 2

ix ix ix ix
ix e e e e

e x i x x x
  

   　　 　  

三角级数： 

。上的积分＝

在任意两个不同项的乘积正交性：

。，，，其中，

0

],[cos,sin2cos,2sin,cos,sin,1

cossin

)sincos(
2

)sin()(

00

1

0

1
0










 








 nxnxxxxx

xtAbAaaAa

nxbnxa
a

tnAAtf

nnnnnn

n
nn

n
nn

 

傅立叶级数： 

0

1

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( cos sin ) 2
2

1 1
( )cos ( )sin ( 1,2,3 )

1 1 1 1 1
1 ,

3 5 8 2 4 6 24

1 1 1 1 1 1
1 1

2 3 4 6 2 3 4 12

2
0 ( )sin n

n n
n

n n

n n

a
f x a nx b nx

a f x nxdx b f x nxdx n

a b f x x

 

 



 

 

 







 

   

  

       

         

 



  

 

 

，周期 ，

其中 　， 　

　 （相加）, （相减）

正弦级数： ，
0

0

0

1, 2,3 ( ) sin

2
0 ( )cos 0,1,2 ( ) cos

2

n

n n n

dx n f x b nx

a
b a f x nxdx n f x a nx







 

    









　 　 是奇函数

余弦级数： ， 　 　 是偶函数

周期为 l2 的周期函数的傅立叶级数： 0

1

( ) ( cos sin )
2 n n

n

a n x n x
f x a b

l l

 



   ， 

1 1
2 , ( ) cos ( )sin ( 0,1,2,3 )

l l

n n

l l

n x n x
l a f x dx b f x dx n

l l l l

 

 

    周期为 其中 　， 　  

当 x 是 f(x)的连续点时，该级数收敛于 f(x)；当 x 是 f(x)的间断点时，该级数收敛于 f(x)

在该点的左右极限的平均值
   

2

f x f x  
。 

 
 
 
 
 

4.2.例题选讲 
 

例 1.试求无穷级数
2

1

1
arctan

1n n n



   的和。 

解：由于   tan tan
tan ,

1 tan tan

x y
x y

x y


 


 

  tan tan
arctan tan arctan

2 1 tan tan

x y
x y x y x y

x y

 
         
当 时有  



 

2

1 1
1 1 11arctan arctan arctan arctan

1 11 11
1

n n
n n n n

n n


   

  



 

2
1

1
arctan

1 4n n n





 
   

例 2. 设 nU 是单调递增且有界的正数数列，证明：级数
1 1

1 n

n n

U

U



 

 
 

 
 收敛。 

证明：由于 nU 单调递增，则 1 1

1 1 1

0 1 n n n n n

n n

U U U U U

U U U
 

 

 
    , 

      1 1 1

1 1 1

n
i i n

i

U U U U

U U
 



 
 ，由 nU 单调递增且有界得 lim n

n
U


存在 

      1

n 1 1

n nU U

U







 级数 收敛， 级数

1 1

1 n

n n

U

U



 

 
 

 
 收敛 

例 3.求级数
2

1

1
arctan

2n n




 的和。 

解：
2

1
1 11 tan arctan arctan

12 11
1

n n
n nn n

n nn n n
n n

       



 

   

2

2
1

1 1
arctan arctan arctan

2 1
1

arctan limarctan
2 1 4n

n

n n

n n n
n

n n







  



  


 

例 4. 讨论级数  
1

!
0

n

n
n

a n
a

n





 的敛散性。 

解：

 
   

1

1 1
1

1 !

1 1 1
lim lim 1 lim 1

! 1 1

n

nn n n
n

nn n n

n

a n

n a
a a

a n n n e
n



      

  



               



 

当 a>e 时，级数发散；当 0<a<e 时，级数收敛。 

例 5. 求级数 


2

21

1
x 


4

43

1
x 


6

65

1
x …+ 


nx

nn
2

)12(2

1
…的收敛域并求其和． 

解：设   2

1

1

2 (2 1)
n

n

s x x
n n






 ，则    " 2 2

2
1

1
, 1,1

1
n

n

s x x x
x






   
  



 

   

 

   

'
2

2
2

1 1
ln ,

1 2 1
1 1 1 1 1 1 1

ln ln ln ln 1
2 1 2 1 1 2 1 2

dx x
s x

x x
x x x x

s x dx x dx x x
x x x x


  

 
  

     
   



 
当

1x   时，  
1 1

1 1 1 1

2 (2 1) 2 1 2n n

s x
n n n n n

 

 

       
   

1

0

1 1 1
...

1 2
1 1 11 1 1

lim ... lim ln 2
1 2 1n n

n
dxn n n

n n n n n x 

 
                收

敛域为 1,1 ，和函数 

     21 1 1
ln ln 1 , 1,1

2 1 2
ln 2, 1

x
x x x

s x x
x

     
  

 

例 6. 设函数 ( )f x 在 0x  的某邻域内具有二阶连导数，且
( )

lim 0
x

f x

x
 ，证明：级数

1

1
n

f
n





 
 
 

 绝对收敛。 

证  因为函数 ( )f x 在 0x  的某邻域内具有二阶连续导数，且
( )

lim 0
x

f x

x
 ，则

(0) lim ( ) 0
x

f f x


  ，且
( ) (0)

(0) lim 0
x

f x f
f

x

   。 

证  方法 1  由洛必达法则，
20 0 0

( ) ( ) ( ) (0)
lim lim lim

2 2 2x x x

f x f x f x f

x x  

  
   ， 

所以，
0

2

1
(0)

lim
1 2x

f
fn

n



 
     ，由比较判别法知，级数

1

1
n

f
n





 
 
 

 绝对收敛。 

方法 2  因为函数 ( )f x 在 0x  的某邻域内具有二阶连续导数，则 ( )f x 在该邻域内的某闭

子区间 [ , ]a a 上有界，即存在常数 0M  ，使得 ( )f x M  。由泰勒公式 

2 2( ) ( )
( ) (0) (0)

2! 2

f x f x
f x f f x x x

  
    ，0 1   

知，在区间 [ , ]a a 上，
2

( )
2

Mx
f x  ，从而存在正整数 N，当 n N 时，恒有

2

1 1

2

M
f

n n
   
 

。由此较判别法知，级数
1

1
n

f
n





 
 
 

 绝对收敛。 



 

例 7. 设
0

sin d , 1,2,
n

n
a x x x n


  ，试求

1 2
n

n
n

a


 的值。 

解：令 x n t  ，则 
0

0 0
( ) sin d sin d sin d

n n

n n
a n t t t n x x x x x

 


        ， 

所以
2

2

0 0
sin d sin d , 1,2,

2 2

n

n

n n
a x x x x n n

        。 

记
2

1

( ) , 1 1n

n

S x n x x



    ，因为

1

1
,         1 1

1
n

n

x x
x




   


  

逐项求导，得
1

2
1

1
,        1 1

(1 )
n

n

nx x
x





   


 ， 

整理得
2

1

,        1 1
(1 )

n

n

x
nx x

x




   


 。 

再次逐项求导，得
2 1

3
1

1
,        1 1

(1 )
n

n

x
n x x

x







   


  

整理得
2

3
1

(1 )
( ) ,    1 1

(1 )
n

n

x x
S x n x x

x






    


 。 

例 8. 设
0 1 2

4, 1, ( 1) , 2
n n

a a a n n a n     ，（1）求幂级数
0

n
n

n

a x



 的和函数 ( )S x ；（2）

求 ( )S x 的极值。 

解：（1）设幂级数
0

n
n

n

a x



 的收敛区间为 ( , )R R ，逐项求导得 

 
1

1

( ) n

n
n

S x na x






   ，
2

2

( ) ( 1) n

n
n

S x n n a x






   ， ( , )x R R  。 

依题意，得
2

2
2 0

( ) n n

n n
n n

S x a x a x
 




 

    ，所以，有 ( ) ( ) 0S x S x   。 

解此二阶常系数齐次线性微分方程，得
1 2

( ) x xS x C e C e  。代入初始条件

0 1
(0) 4, (0) 1S a S a    。 

得
1 2

5 3
,

2 2
C C  。于是，

5 3
( ) e e

2 2
x xS x   。 

（2）令
5 3

( ) e e 0
2 2

x xS x     ，得
1 3

ln
2 5

x  。又
5 3

( ) e e 0
2 2

x xS x     ，所以 ( )S x 在

1 3
ln

2 5
x  处取极小值。 

例 9. 设 ( )f x 是 (0, ) 上递减的连续函数，且 ( ) 0f x  ，证明数列 { }na 收敛，其中

1 1

( ) ( )
nn

n
k

a f k f x dx


   。 

1 1

+1
- ( 1) ( ) ( ( 1) ( )) 0;

n n

n n
n n

a a f n f x dx f n f x dx
 

       



 

 

2 3

1 2

1

( ( 1) ( ) 0)

[ (1) ( ) ] [ (2) ( ) ]

[ ( 1) ( ) ] ( ) 0

n

n

n
n

f n f x

a f f x dx f f x dx

f n f x dx f n a


  

     

    

 



又

收敛



 

1 1

1 1 1 1
1 ln C

2

nn

n
k

a dx n
k x n

        注 收敛，它的极限值记为 ，

   1 1
1 ln =C+o (o .

2
n l l

n
    称为欧拉常数, 表示无穷小） 

欧 拉 公 式 ：  ln
n

H n c o l   ， 其 中
1

1n

n
k

H
k

  ， 0.57721...c  ，

 o l 表示无穷小 ， 即  lim ln
nn

H n c


  。 欧 拉 常 数 c ， 其 近 似 值 约 为

0.57721566490153286060651209，目前还不知道它是有理数还是无理数。在微积分

学中，欧拉常数有许多应用，如求某些数列的极限。 

用欧拉公式求解有关级数的问题： 

（1）求级数
  1

1 1
1 ...

2
1 2n

n
n n





  

 
 的和。 

解：
  

1

1 1

1 1 1
1 ...

2 1
1 2 1 2

n
n

n n

HHn n
n n n n

 

 

            
 

   

1 1

1 1 1

1 1 1
1

1 2 1 2 2 2
n n

n n n

H H H

n n n n

  


  

           
    

（2）求积分
1

0

1 1
dx

x x

      
 。 

解：
1

1 1
2

1 10
2 3

1 1 1 1
1 2 ...I dx dx dx

x x x x

                       
    

 

 

1

1
1 11

1
1

1

1 1 1
ln

1

1 1
ln ln 1 1

1

lim lim ln 1 1 1

n

n nn

N

N N
n

N NN N

n
n dx

x n n

n
I N H

n n

I I N H c

 

 




 

            
        

         

 

  

（3）判定级数 1 1
1 ...1 2

1

3n n



  
 的敛散性 



 

解：
     

1 1
1 ...

2

1 1 ln ln 31 ...
2

ln 3

1

1 1 1 1 1 13, lim lim
13 3 3 33

n

n c o l c o l c o l cn n
n n

n

  

      
      

ln 31

1
ln3 1,

n n




  收敛， 1 1

1 ...1 2

1

3n n



  
 收敛 

1 1 1

1 2n
x

n n n
   


例如可以这样求数列 的极限值： 

1 1
1 ln =C+o 1

2
1 1 1 1

1 ln 2 =C+o 1
2 1 2

n
n

n
n n n

   

      




 

由 （ ），

和 （ ），

 

-ln 2 o 1
n

x 两式相减，得： （ ）, ln 2.
n

x   

lim :
nn

x


通常也可以使用定积分的定义法求  

1 1 1
lim lim lim( )

1 2nn n n
x

n n n  
   


 1 1 1

lim ( )
1

1 1
n nn

n n


  

 
  

1

0

1
ln 2

1
dx

x
 

  

例 10. 设函数 ( )f x 在 ( , )  上有定义，在 0x  的某个邻域内有一阶连续导数，且

0

( )
lim 0

x

f x
a

x
  ，证明

1

1
( 1) ( )n

n

f
n




 收敛，而

1

1
( )

n

f
n




 发散。 

证明：
0

( )
lim 0 (0 =0 (0) 0

x

f x
a f f a

x
    由 ） 和  

0 0

( ) ( ) (0)
( lim lim (0))

x x

f x f x f
f

x x 

  

x= 0再由导数的连续性，存在 的某邻域I,

( ) 0.( ) ( ) ( )f x x I f x x I     使得 ，

1
( ) 0 ( )f n
n

  ，且单调递减并以零为极限 为自然数。 

1

1
( 1) ( )n

n

f
n




交错级数 收敛。

0

1
( )( )

lim 0 lim 0
1x n

ff x na a
x

n

 
    再由  

1 1

1 1
( )

n n

f
n n

 

 
  正项级数 与 同敛散，

1

1
( )

n

f
n




 级数 发散。 



 

例 11. 证明
4 6

2

3! 5! !

      
２n

＋
（２n－１）

收敛，并求和 

证明：
 

 
 

2 2

2

2

2 1 !
lim lim 0

2 2 1
2 1 !

n

nn n

n

n n
n








 


 




，级数收敛 

设        
2 2 1

1 1

1
,

2 1 ! 2 1 ! 2

n n
x x

n n

x x
s x x x e e

n n

 


 

   
    

   
2

s e e     即所求和为  
2

e e   。 

例 12. 设      2

1 1
, 0

1 !
n

nf x a f
x x n

 
 

，求证：级数
1

0 2

n

n n n

a

a a




 
 。 

证明：将 f(x)按马克劳林展开得  
0

n
n

n

f x a x




 ，其中
   1

0
!

n
na f

n
 ， 

       

 

   

2 2
2

0

2
0 1

2

2
0 1 0 2 1

0

1
, 1 1 1

1

1 1

n
n

n

n
n

n

n
n n n

n

f x x x f x x x a x
x x

x x a a x a x

a a a x a a a x












 


       
 

      
 

     









 

0 1 2 1 2 1

1 0 2 1 1

1, 0 0

1, 1, , lim
n n n n n n

n n n n n n n nn

a a a a a a a a

a a a a a a a a n a
   

    

         

             

1 2

0 0 02 2 +2

0 1 +1 +2

1 1

1 1 1 1
=lim + =2

n n n

n n nn n n n n n

n
n n

a a a

a a a a a a

a a a a

  
 

   



 
    

 
 

  
 

  
 

故，级数
1

0 2

n

n n n

a

a a




 
 ，且

1

0 2

=2n

n n n

a

a a




 
  

例 13. 判断级数    2

1

1 tan 2
n

n

n 




  的敛散性。 



 

解：设    2 2

2

2
tan 2 tan 2 tan 0

2
nu n n n

n n

       
 

， 

nu 递 减 且 lim 0n
n

u


 ，    2

1

1 tan 2
n

n

n 




   是 收 敛 的 交 错 级 数 。 又

 
2 2 2 2

3 12 2 2 1
tan

2 2 2
nu

n nn n n n n n n

   
    

     
 

而级数
1

1

n n




 发散，

1
n

n

u




 发散，所以原级数条件收敛。 

例 14. 证明：
   

1 2 2

2
1

1
cos , ,

12 4

n

n

x
nx x

n

  





    ，并求级数

  1

2
1

1
n

n n






 。 

证明：将 2x 在 ,  上展开成余弦级数，则 2 2
0 0

2 2

3
a x dx





  ， 

 

2
2

2 30

2

2 2 2 1
cos sin cos sin

0

4 1
, 0, 0,1,2,...

n

n

n

x x
a x nxdx nx nx nx

n n n

b n
n

 
 

 
    

 


  


 

所以， 2x 的傅里叶级数为
   

2
2

2
1

1
4 cos , ,

3

n

n

x nx x
n

  





     

整理得
   

1 2 2

2
1

1
cos , ,

12 4

n

n

x
nx x

n

  





    ，令 x=0 得

  1 2

2
1

1

12

n

n n







 。 

例 15.设函数  f x 在 1x  上有定义，在 0x  的某邻域内有连续的二阶导数， 0x  时

  0f x  ，当 0x  时  f x 是 x 的高阶无穷小，且 n N  有 1

1
1

1
n

n

f
b n
b f

n



 
  
 
 
 

，

证明：级数 1
1

n n
n

b b




 收敛。 

证明： 0x  时  f x 是 x的高阶无穷小，    '0 0, 0 0f f   ，在 0x  的某邻域

内将  f x 展成泰勒公式，有          ' " 2 " 21 1
0 0 ,

2 2
f x f f x f x f x      介

于 0，x 之间，  "f x 连续，    " 21
,

2
f M f x Mx    

当 n 充分大时有
2

1

2

M
f

n n
   
 

，
2

1 2n

M

n




 收敛，

1

1

n

f
n





   
 

 收敛 



 

又
 

1 2 3

1 2

1 1 1
1 2 3, , ,...,

1 11
2

n

n

f f f
b b bn
b b f bf f

n



     
             
   
   
   

， 

累乘得
   

1

1

1
1

,
1 1

n
n

f
b bn b f
b f f n

 
         

 
 

1

1

n

f
n





 
 
 

 收敛，
 
1

1

1

1n

b
f

f n





    
 

 收敛，
1

n
n

b




 收敛 

 1
1 1

1

1
,

2 2
n n

n n n n
n

b b
b b b b




 



  收敛， 1

1
n n

n

b b





 收敛 

例 16. 
 
 
 
 
 

4.3 练习题 
 

1. 求幂级数
4

0 (4 )!

n

n

x

n




 的和函数 ( )S x 。 

2. 求幂级数

2

0

1

2 !
n

n
n

n
x

n






 的和函数 ( )S x 。 

3. 设幂级数
0

( 1)n

n
n

a x



 的收敛域为 ( 4,2) ，则幂级数

0

( 3)n

n
n

na x



 的收敛区间为

_____________。 

4. 求幂级数
2

0 (2 )!

n

n

x

n




 的收敛区间，若令  

2

0 (2 )!

n

n

x
s x

n





 ，求
1

0
( )S x dx 。 

5. 若  
1

0n n
n

b b




 收敛，  1
1

n n
n

a a





 收敛，证明：
1

n n
n

a b



 绝对收敛。 

6.求下列级数的收敛域：（1）
   
 1

1 1

3 1 2

n n

n
n

x

n





 


 ；（2）
 

1

1 1

2 1 1

nn

n

x

n x





  
   

  

7.求幂级数
 1

1

3 2

n

nn
n

x
n



    
 的收敛域。 

 

 
 



 

 
 
 

第五章  常微分方程 
 
5.1.基本概念与内容提要 
 

1. 可分离变量方程：经过变形后形如    dy
f x g y

dx
 的 

2. 齐次方程：形如 =
y

y f
x

 
 
 

、
，设

y
u

x
 ，则  ,

du
y ux y u x f u

dx
   、

，则

 f u udu

dx x


 ，即

 
du dx

f u u x



两边同时积分即可。 

3. 一阶线性方程：形如    y p x y q x 、
的解是 

     p x dx p x dx
y e q x e dx C

  
  

  。 

其中，
 p x dx

y Ce
 是方程   0y p x y 、

的通解， 

     p x dx p x dx
y e q x e dx

   是原方程的特解。 

4. 贝努里方程：形如    y p x y q x y 、
，当 =0 时是一阶线性方程；当 =1 时

是可分离变量方程；当 0,1  时，令
1z y  ，则有 

          1 1z p x z q x    、
，先解出 z 再解 y。 

5. 可降阶的高阶方程：①形如  "y f x 连积两次分②形如 

 " ,y f x y 、
，设 p y 、

则  ,p f x p、
解出 p后再积分即可③形如  " ,y f y y 、

不含自变量 x，可令 p y 、
利用复合函数求导法则将

"y 化为对 y 的导数，

" dp dp dy dp
y p

dx dy dx dy
   ，从而  ,

dp
p f y p

dy
 先解出 p再分离变量并积分即可 

6. 二阶常系数齐次线性方程：
"

1 2
0y p y p y  、
的解法：求出特征根方程

2

1 2
0r p r p   的两根

1 2
,r r ，根据两根的不同情况写出通解： 

2

1 2
0r p r p   的根 

"

1 2
0y p y p y  、
的解 

两不等实根
1 2
r r  1 2

1 2

r x r xy c e c e   

两相等实根
1 2
r r  1

1 2
( ) r xy c c x e   

一对共轭复根 i    1 2
cos sinxy e c x c x     

7. n 阶常系数齐次线性方程：
   1

1 1
... 0n n

n n
y p y p y p y


    、

的解 

法：求出特征根方程
1

1 1
... 0n n

n n
r p r p r p


     的解，根据特征根的情况写

出通解中的对应项： 



 

特征根方程的根 微分方程通解中的对应项 
单实根 r 一项：

rxce  
k 重实根 r k 项：

1

1 2
( ... )k rx

k
c c x c x e    

一对单共轭复根 i   两项：  1 2
cos sinxy e c x c x     

一对 k 重共轭复根 i   2k 项： 

 1

1 2
[ ... cosx k

k
y e C C x C x x       

 1

1 2
... sin ]k

k
y D D x D x x     

由于 n 次代数方程有 n 个根，而每一个根对应着通解中的一项，且每一项各含一

个 任 意 常 数 ， 这 样 就 得 到 n 阶 常 系 数 齐 次 线 性 方 程 的 通 解 是 ：

1 1 2 2
...

n n
y c y c y c y    。n阶齐次线性方程有且仅有 n个线性无关的解。 

8. 二阶常系数非齐次线性方程：  "

1 2 1 2
, ,y p y p y q x p p  、

是实常数。  q x 是指数

函数 xe 、多项式函数  nP x 、三角函数 cos sina x b x  或者是它们的乘积。将方

程右边非齐次项  q x 分解成几个容易求解的部分的和，利用线性叠加原理，再分成

几个子方程求解。具体方程求解方法是： 

⑴     x

n
q x p x e ，其中  n

p x 是 x 的 n 次多项式， 是常数，特解是

 * k x

n
y x q x e ，其中  n

q x 是与  n
p x 同次（n次）的多项式，而 k按是特

征根方程根的重数分别取 0、1、2（即不是特征根方程的根 k取 0，是特征根方程

的单根 k 取 1，是二重根 k 取 2）。此结论可推广到 n 阶常系数非齐次线性方程，但

须注意 k 是特征根方程的根的重复次数（即若不是特征根方程的根 k 取 0，是

特征根方程的 m重根 k取 m）。 

⑵
       1 2"

1 2 cos sinx

nl
y p y p y e p x x p x x   

    、
的 特 解 可 设 为

       1 2* cos sink x

m m
y x e R x x R x x      其中 

 max ,m l n ，  m
R x 是 x 的 m 次多项式，k 是特征根方程中含根

 i i    或 的重复次数，可推广到 n阶。 

9. 解微分方程时，若是齐次的只有通解；若是非齐次的就先解出方程对应的齐次方程

的通解，再求出非齐次的特解，二者相加即为非齐次方程的解。非齐次方程的两个

解相减就是对应的齐次方程的解。 

例：设    1 21 sin , 1 cosx xy e x y e x    是某二阶常系数非齐次线性微分方程的两个

解，则该方程是__________________。 

解：  1 2 sin cosxy y e x x   是其对应得齐次方程的解，则特征方程的根是 1r i  ，

特征方程是 2 2 2 0r r   ，设方程为  " 2 2y y y f x  、 ，将 1y 代入得：   xf x e ，

原微分方程为 " 2 2 xy y y e  、 。 

10. 高阶线性微分方程解的结构:参考教材 P285 内容。 
11. 常数变易法：通过把对应齐次线性方程的通解中的任意常数，变易为待定函数去求

非齐次线性方程通解的方法。 



 

设非齐次线性方程为      "y p x y q x y f x  、 （1），其对应的齐次线性方程为

   " 0y p x y q x y  、 （2）。用常数变易法求解非齐次线性方程通解的方法是：设已

知齐次线性方程的两个线性无关解为    1 2, ,y x y x 则    1 1 2 2y c y x c y x  是方程（2）

的通解，其中 1 2,c c 是常数。考虑（ 1）解时， 1 2,c c 是两个待定函数，即

       1 1 2 2y c x y x c x y x  是（1）的特解。则有： 

       
         

1 1 2 2

1 1 2 2

0c x y x c x y x

c x y x c x y x f x

  


 

、 、

、 、 、 、
 

解题步骤：①求方程（2）的解    1 2,y x y x ； 

②根据上述方程组得出    1 2,c x c x、 、
，在积分得到    1 2,c x c x ； 

③写出（1）的解            1 1 2 2 1 1 2 2y c x y x c x y x c y x c y x    。 

例：解微分方程
" 1

3 2
1 x

y y y
e

  


、
。 

解：①求方程（2）的解    1 2,y x y x ：特征方程为
2 3 2 0r r   ，解得 1 21, 2r r    ，

方程（2）的通解为
2

1 2
x xy c e c e   ， 

其中     2
1 2,x xy x e y x e   ； 

②设方程（1）的特解为     2
1 2

x xy c x e c x e   ， 

根据方程组

   

   

2
1 2

2
1 2

0

1
2

1

x x

x x
x

c x e c x e

c x e c x e
e

 

 

  



   

、 、

、 、
解得

 

 

1

2

2

1

1

x

x

x

x

e
c x

e

e
c x

e


 


   

、

、

， 

积分得到
   
   

1

2

ln 1

ln 1

x

x x

c x e

c x e e

  


   
； 

③写出（1）的解    2 2
1 2 ln 1 ln 1x x x x x xy c e c e e e e e         。 

12.解欧拉方程：作变量代换，令 tx e 或 lnt x  

解拉普拉斯方程：作变量代换，令 2 2r x y  或 2 2 2r x y z    

解全微分方程：设      , , ,du x y M x y dx N x y dy  ,即    , , ,
u u

M x y N x y
x y

 
 

 
： 

（1）若
M N

y x

 


 
，则原方程是全微分方程。 

解法一：由  ,
u

M x y
x





积分得      , ,u x y M x y dx C y  ，再由  ,

u
N x y

y





确定  C y 。即可解得方程。 

解 法 二 ： 利 用 积 分 与 路 径 无 关 ， 积 分 可 得



 

 
 

   
0 0 0 0

,

0,
, ,

x y x y

x y x y
u x y Mdx Ndy Mdx N x y dy      。 

（2）若
M N

y x

 


 
，则原方程不是全微分方程。 0Mdx Ndy   才是全微分方程，

其中  ,x y 是积分因子。 

   M N

y x

  
 

 
即

N M
M N

y x x y

  
    

       
 

①当  1 M N
x

N y x


  
    

时，      
,

x dx
x y x e


    ； 

②当  1 N M
y

M x y


  
    

时，      
,

y dy
x y y e


    。 

 
 
 
 
 
 

5.2.例题选讲 
 

例 1.解微分方程  2" 1 0yy y  、
。 

解：令 g yy 、
，则  2' "g yy y  、

，原方程化为
' 1g   ， 

积分得
2 2

1 1 2

1 1
,
2 2

g yy x c y x c x c       、
 

例 2. 设对于半空间 x>0 内任意的光滑有向封闭曲面都有 

       2

S

0xxf x dydz xyf x dzdx e zdxdy   ，其中函数 f(x)在 0,  内具有连

续的一阶导数，且  
0

lim
x

f x


存在，求 f(x)。 

解：对任意光滑封闭曲面由高斯公式得 

         2 2

S

x x

V

xf x dydz xyf x dzdx e zdxdy xf x f x xf x e dV         、
由

题意得        2 0 0xxf x f x xf x e x    、
恒成立 

     
2

21 1
1 ,

x x
x e Ce

f x f x e f x
x x x

      
 

、 解得  

由  
0

lim
x

f x


存在得：
2

0
lim

x x

x

e Ce

x


存在  2

0
lim 0 1x x

x
e Ce C


       

 
2x xe e

f x
x


   



 

例 3.设 f(x)在 0, 上可导，f(1)=3，且 

         
1 1 1

0, 0
xy y x

f t dt x f t dt y f t dt x y      ，求 f(x)。 

解：方程两边同时对 x求导得      
1

y
yf xy f t dt yf x   

两边对 y求导得        xyf xy f xy f x f y  、
 

令 y=1 得          3
3 , 3lnxf x f x f x f x f x x C

x
      、 、

 

由 f(1)=3 得 C=3，   3ln 3f x x    

例 4. 设函数 ( , )f x y 可微， ( , ) ( , ), 0, 1
2x

f x y f x y f
     

 
，且满足 

cot

1
0,

lim e
(0, )

n

y

x

f y
n

f y

       
 
 
 

，求 ( , )f x y 。 

解：方法 1 先计算极限： 

1 1
0, 0, (0, )

lim lim 1
(0, ) (0, )

n n

n n

f y f y f y
n n

f y f y 

                     
   
      

1
( 0 , ) ( 0 , )

lim ( 0 , )1
( 0 , )

( 0 , )e e
yn

f y f y
n

f y
f y

f yn



 


  ， 

依题意，得
(0, ) d ln (0, )

cot
(0, ) d

y
f y f y

y
f y y


  ，对 y积分 

ln (0, ) lnsin lnf y y C  ，故 (0, ) sinf y C y 。代入 0, 1
2

f
   

 
得 1C  ，即 

又 由
f

f
x


 


积 分 得 ( , ) ( )e xf x y y  ， 由 (0, ) sinf y y 和 ( ) siny y  ， 所 以

( , ) e sinxf x y y 。 

方法 2  视 y 为常数，求解分离变量方程
( , )

d
( , )

df x y
x

f x y
  ，得 

 ln ( , ) ln ( )f x y x y   ，即 ( , ) ( )e xf x y y  。 

依题意得
( )

cot ( )

1 1
( )

e lim lim 1 e
( ) ( )

n n

y
y y

n n

y y y
n n

y y




  

 



 

                       
   
   
   

 

及 1
2

    
 

。于是，有
( )

cot
( )

y
y

y





 ，两边积分并整理得 ( ) siny C y  ，代入初

始条件得C  ，所以， ( , ) e sinxf x y y 。 



 

例 5. 设 f(t)在  1, 上有连续的二阶导数，f(1)=0,  ' 1 1f  ，且二元函数

   2 2 2 2z x y f x y   满足

2 2

2 2
0

z z

x y

 
 

 
，求 f(t)在 1, 上的最大值。 

解：令
2 2r x y  则  2 2z r f r ， 

       2 3 ' 2 2 2 ' 22 2 2
z z r x

rf r r f r x f r r f r
x r x r

               
 

       
       

2
2 2 ' 2 ' 2 3 " 2

2

2 2 ' 2 2 ' 2 2 " 2

2 2 4 2

2 2 4 2

z x
f r r f r x rf r r f r

x r

f r r f r x f r r f r

          
     

 

由对称性得        
2

2 2 ' 2 2 ' 2 2 " 2
2

2 2 4 2
z

f r r f r y f r r f r
y

      
 

       
2 2

2 2 ' 2 2 ' 2 2 " 2
2 2

4 4 4 2 0
z z

f r r f r r f r r f r
x y

           
即

     4 " 2 2 ' 2 23 0r f r r f r f r    

此为欧拉方程，令
2 tr e ，并记    tg t f e ，得二阶常系数线性方法 

     " '2 0g t g t g t   ，解得      1 2
t tf e g t c c t e   ， 

即    
2

2 1 2 1 2
2

ln ln
,

c c r c c t
f r f t

r t

 
   由 f(1)=0,  ' 1 1f  得

   '
1 2 2

ln 1 ln
0, 1, ,

t t
c c f t f t

t t


     ，当 t>e 时  ' 0f t  ，当 t<e 时

 ' 0f t  ，所以 f(t)在 ,e  上递减，在 1,e 上递增， 

f(t)在 1, 上的最大值为   1
f e

e
 。 

例 6. 解微分方程 2 "ln 0x x y xy y  、
的通解。 

解： 1y x 是原方程的解，设  2y xu x ，求一阶、二阶导数后代入原方程得

           2 " ' 'ln 2 0x x xu x u x x xu x u x xu x            

即       3 " 2 'ln 2ln 1 0x x u x x x u x    

 
 

"

'

2ln 1

ln

u x x

u x x x


   解得  ' 1

2

lnc x
u x

x
   



 

   1
1 2 2 1 22

ln ln 1
ln 1

c x x
u x dx c c y c x c x

x x


          

所以，原方程的通解为  1 2ln 1y c x c x   。 

例 7. 
 
 
 
 
 
 
 

5.3.练习题 

1.设
1 2 3 4

1
1, , 2 ,x x xy y e y e y e


     都是某二阶常系数线性微分方程的解，则

此二阶常系数线性微分方程为_______。 

2.求出满足方程    
0 0

x x

f t dt x tf x t dt    的 f(x)。 

3.设函数 Q(x,y)在 xoy 平面内具有一阶连续偏导数，曲线积分 

 2 ,
L

xydx Q x y dy 与路径无关，并对任意实数 t都有 

  

    

 ,1 1,

0 ,0 0 ,0
2 , 2 ,

t t

xydx Q x y dy xydx Q x y dy    ，求 Q(x,y)。 

4.设函数 f(x)具有二阶连续导数，f(0)=0,  ' 0 1f  ，且方程 

      2 0xy x y f x y dx f x x y dy          
、

为一全微分方程，求 f(x)及此全微分

方程的通解。 

5.设 f(x)在 0, 上可导，f(1)=3 且      
1 1 1

xy y x

f t dt x f t dt y f t dt     

 0, 0x y  ，求 f(x)。 

6. 以四个函数 1 2 3 4, , 3cos3 , 4sin3x xy e y xe y x y x    为解的4阶常系数线

性齐次微分方程是_____________，该方程的通解为____________。 
7. 
 
 
 
 
 
 
 

第三部分  竞赛真题与模拟题及参考答案 
 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷一（非数学类） 
考试形式：闭卷  考试时间：120 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.55 

 



 

一、计算题（每小题 5分，满分 20 分） 

1. 计算： n

n n

x

n

x
)

2
1(lim

2

2




  

2．确定自然数m 的取值范围，使函数









,0,0

,0,
1

sin
)(

x

x
x

x
xf

m

在 0x 处的二阶导

数存在。 

3. 计算二重积分 }.10,10:),{(,2  yxyxDdxdyyx
D

 

4．求级数 n

n
nn
x

n 2

1 )3(2



 
的收敛区域.  

二、（本题满分 10 分）设函数 )(xf 在 ),(  内具有一阶连续导数， L是上半平

面 )0( y 内的有向分段光滑曲线， L的起点为 ),,( ba 终点为 ).,( dc 记 

.]1)([)](1[
1 2

2
2 dyxyfy

y

x
dxxyfy

y
I

L
    

1）证明曲线积分 I 与路径 L无关； 

2）当 cdab  时，求 I 的值。 

三、（本题满分 10 分）证明不等式 ,2)cos(sin1 22   dxdyxy
D

其中D为正方形

区域： .10,10  yx  

四、（本题满分 15 分）已知曲线 )(xfy  与 dtey
x t 

arctan

0

2

在点 )0,0( 处的切线相

同，求此切线方程，并求 ),(lim
n

k
nf

n 
 其中 k 为一非零常数. 

五、（本题满分 15 分）设函数 )(xf 定义在 ],0[ c 上， )(xf  在 ),0( c 内存在且单调下

降，又 .0)0( f 证明：对于 ,0 cbaba  恒有 ).()()( bfafbaf   

六、（本题满分 15 分）设  2 2u f x y  具有二阶连续偏导数，且满足

2 2
2 2

2 2

1u u u
u x y

x xx y

  
    

 
，试求函数 u 的解析式。 

七、（本题满分 15 分）求出使得下列不等式对所有的自然数 n 都成立的最大的数

及最小的数 ：
1 1

1 1
n n

e
n n

  
         
   

 。 

 



 

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷一参考答案 
二、计算题（每小题 15 分，满分 60 分） 

1. 解：

nn

nnn

x
n

x

x
n

x
nx

n

x
nx

n

x

n

x

n

x
















































2

1

4

)
2

(
1)

)
2

(
1()

2
1()1(

2
2

22

2

  

易知  ,1 x
n

e
n

x







  对

n

x
n

x






















2

1 进行变量代换，令 ,
2

m
x

n  则当 n 时 ,m  

并且 ,
2

x
m  因此有 x

x
m

m

n

n
e

m

x

m

x
x

n

x

































2)1()1(lim

2

1lim  

由夹逼原理得 .)
2

1(lim
2

2
xn

n
e

n

x

n

x



 

2．解：要使函数 )(xf 在 0x 处可导，m 应满足以下条件： 

当 0x 时，对任意自然数m ，都存在
x

x
x

mx
x

xxf mmm 1
cos

1
sin)

1
sin()( 21   ，① 

由于
x

x
x

fxf m

xx

1
sinlim

0

)0()(
lim 1

00









，要使此极限存在，m 应满足 ,01 m ② 

由①，②知 )(xf 在 0x 处的二阶导为 

),
1

cos
1

sin(lim

1
cos

1
sin

lim
0

)0()(
lim 32

0

21

00 x
x

x
mx

x
x

x
x

mx

x

fxf mm

x

mm

xx
















 

要使以上极限存在，m 应满足 ,3m      ③ 

由②，③知要使 )(xf 在 0x 处的二阶导存在，m 的取值范围为： 3m 。 

3. 解：令 ,02  yx 抛物线 2yx  将区域D分成 1D 和 2D 两块，其中 

















,0

,10

,1

,10
21 xy

x
D

yx

x
D   

在 1D 中， ,22 xyyx  而在 2D 中 .22 yxyx   

于是 dxdyyxdxdyyxdxdyyx
DDD
 

21

222  



 

dxdyyxdxdyxy
DD
 

21

)()( 22  

dyyxdxdyxydx
x

x    
1

0 0

21

0

1 2 )()(  

 
1

0

2

3

2

3
1

0

2

3

2

3

]
3

1
[]

3

1

3

1
[ dxxxdxxxx .

30

11
]

3

4

3

1
[

1

0

2

3

  dxxx  

4．解：令 ,2 tx  则 n

n
nn
t

n


 1 )3(2
的收敛半径

,3
)3(2

)3(2

1
limlim

11

1













 nn

nn

n
n

n

n
t n

n

a

a
R 于是原级数的收敛半径 .3R  

当 3x 时，由于 ,0
)3(2

)3(
lim

2





 nn

n

n

n
故该级数的收敛区域为 ).3,3(  

二、（本题满分 20 分）设函数 )(xf 在 ),(  内具有一阶连续导数， L是上半平

面 )0( y 内的有向分段光滑曲线， L的起点为 ),,( ba 终点为 ).,( dc 记 

.]1)([)](1[
1 2

2
2 dyxyfy

y

x
dxxyfy

y
I

L
    

1）证明曲线积分 I 与路径 L无关； 

2）当 cdab  时，求 I 的值。 

1）证明：由于

























]1)([)(
1

)()](1[
1 2

22
2 xyfy

y

x

x
xyfxy

y
xyfxyfy

yy
 

在上半平面内处处成立，所以在上半平面内曲线积分 I 与路径 L无关。 

2）解：由于曲线积分 I 与路径 L无关，故可取路径为：由点 ),( ba 到点 ),( bc 再到点 ).,( dc

所以 dycyfy
y

c
dxbxfb

b
I

d

b

c

a
]1)([)](1[

1 2
2

2     

.)()(
b

c

d

c
dycycfdxbxbf

b

ac d

b

c

a



   

令 ,, cyubxt  则  
cd

ab

cd

bc

bc

ab
dttf

b

c

d

c
duufdttf

b

c

d

c
I ,)()()(  

由条件 cdab  ，得 .
b

c

d

c
I                  

三、（本题满分 20 分）证明：由于 D 关于 xy  对称，由对称性可知

,sinsin 22 dxdyxdxdyy
DD
  故 dxdyxxdxdyxy

DD

)cos(sin)cos(sin 2222    



 

dxdyxx
D

)
4

sincos
4

cos(sin2 22 


.)
4

sin(2 2 dxdyx
D
 


 

由于当 Dyx ),( 时， ,1)
4

sin(
2

1 2 


x 所以 

,22)cos(sin
2

1
21 22  

DDD

dxdydxdyxydxdy 从而结论成立。 

四、（本题满分 20 分）解：设 dtexg
x t 

arctan

0

2

)( ， 

故  0)( xxf ,1
1

1
)( 02

)(arctan
0

2




 


 x
x

x x
exg  

于是得， )(xg 在 )0,0( 点处的切线方程为： .xy    

由 ,0)0( g 得 ,0)0( f 故 .)0(
0

0)(
lim

)(
lim)(lim

00
kfk

n

k
n

k
f

k

n

k
n

k
f

k
n

k
nf

ttn








 

五、（本题满分 15 分）证明：由于 0)0( f ， )(xf  在 ),0( c 上存在，由 L—中值定理，

),,0(1 a 使得 ),()0()( 1fafaf   ① 

同理可知， ),,(2 bab  使得 ).()()()()( 22  fafbbabfbaf   ② 

由于函数 f 单调下降，且 ,0 cbaba  故有 ,12   于是得 ),()( 12  ff   

由以上①，②两式得： ),()()( afbfbaf   即： ).()()( bfafbaf   

六、（本题满分 15 分）解： 

( ) ( )
( )!

( )( ) ( ) ( )
( )!

n

n n n
n

n n n

n n
n

n n
n

  

  

  
      

2

2

0 0 0

1
1

1 1 12
1 1

2 2 22
， 

由 cos ( ) ( ) , ,
( )!

n n

n

x x x
n





      2

0

1
1

2
得： ( ) ( ) cos .

( )!
n n

n n





  2

0

1 1 1
1

22 2
 

设 )1,1(,)1()( 2

2

 



 xxnnxs n

n

，则
x

x
xdxdxxs

n

nxx


 



 1
])([

2

2
00

  

所以 ,
)1(

2

1
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2
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x
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














    ).1,1(,
)1(

2
)1(

3

2

0









x
x

x
xnn n

n

 

于是由 ,
27

4
)

2

1
()1(

0






n

n

nn  得
( ) ( )

cos .
n

n
n

n n



  
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七.（本题 15 分）解：令
2 2r x y  ，则

u du dr x du

x dr dx r dr


 


， 

2 2 2 2

2 2 2 3

1u x d u du x du

r dr drx r dr r


  


 

同理可得

2 2 2 2

2 2 2 3

1u y d u du y du

r dr dry r dr r


  


 

代入原方程化简得

2
2

2

d u
u r

dr
   

解此二阶常系数非齐次微分方程，得其通解为：
2

1 2cos sin 2u C r C r r    ， 

故，函数 u的表达式为
2 2 2 2 2 2

1 2cos sin 2u C x y C x y x y       ， 

其中 1 2,C C 为常数。 

七.（本题 15 分）解：要证
1 1

1 1
n n

e
n n

  
         
   

， 

即证    1 1
ln 1 1 ln 1n n

n n
            

   
，即证

1
1

ln 1
n

n

   
  
 

， 

令      1 1
, 0,1

ln 1
f x x

x x
  


，则      2 2

1 1

1 ln 1
f x

x x x
 

 
、 =

   
   

2 2

2 2

1 ln 1

1 ln 1

x x x

x x x

  
 

， 

令      2 21 ln 1g x x x x    ，则 

         2 " 2
2ln 1 ln 1 2 , ln 1 0

1
g x x x x g x x x

x
          

、  

 g x 、 在  0,1 上单调递减，    0 0g x g  、 、 ，  g x 在  0,1 上单调递减 

     0 0 0g x g f x   、即 ，  f x 在  0,1 上单调递减 

     
 
 

       

0 0 0

0 0 0

ln 11 1 1
1 1, lim lim lim

ln 2 ln 1 ln 1

1
1 1 11lim lim lim

1 ln 1 2 ln 1 2ln 1
1

x x x

x x x

x x
f f x

x x x x

xx
x x x x xx

x

 
  

  

  

  

   
          


   

     


 

所以，
1 1

1,
ln 2 2

     

 

 



 

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷二（非数学类） 
考试形式：闭卷  考试时间：120 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.6 

 

一.填空题（本题共有 5小题，每小题 2分，满分 10 分） 

（1）
xx

x
x 2tansin

11
lim

2

0




=  
4

1
  

 (2)  设 8
2

lim 












x

x ax

ax
，则 a 2ln  

（3）设
65

1
2 


xx

y  , )100(y = 101101 )2(

!100

)3(

!100




 xx
 

（4） 函数  





 

x
xdt

t
xF

1
)0(

1
2)(  的单调减少区间为 














4

1
,0

4

1
,0 或  

（5） 



 dx
x

x
x4

4 1

1
lncos



     0    

二．（本题满分 10 分）设 nxnxxf )1()(   （n 为正整数）， 

（1）求 )(xf 在闭区间 ]1,0[ 上的最大值 )(nM ；（2）求 )(lim nM
n 

 

三．（本题满分 10 分）设函数




























0,

4
sin

1

0,6

0,
arcsin

)1ln(

)(
2

3

x
x

x

axxe

x

x
xx

ax

xf
ax

 

（1） a为何值时， )(xf 在 0x 点处连续； 

（2） a为何值时， 0x 为 )(xf 的可去间断点。 

四（本题满分 10 分，每题 5分） 

（1） 设函数








21,3

10,
)(

2

xx

xx
xf ，试求 

x
dttfxF

0
)()( ，并讨论 )(xF 在 1x 处的

连续性。 

（2） 设 
2

1

sin
)(

x
dt

t

t
xf ，求 

1

0
)( dxxxf  

五．（本题满分 10 分）已知曲线的极坐标方程是 cos1r ，求该曲线上对应于
6

 

处的切线与法线方程。 

六．（本题满分 10 分）已知 )(xyy  由方程 exyey  所确定，求 )0(y  。 

七．（本题满分 10 分）设函数 )(xf 连续，且 0)0( f ，求极限








 x

x

x dttxfx

dttftx

0

0

0 )(

)()(
lim 。 



 

八．（本题满分 10 分）已知 xxxf 22 tan2cos)(sin  ,求 )(xf  

九．（本题满分 10 分）设 )(xf 是 ),(  上连续、正值偶函数，又设 

dttftxxF
a

a
)()(   ， )0(  aaxa  

（1）试证： 0)(  xF ：（2）求 )(xF 最小值点。 

十．（本题满分 10 分）设函数 )(xf 在 ]3,0[ 上连续，在 )3,0( 内可导， 

且 3)2()1()0(  fff ， 1)3( f 。试证必存在 )3,0( ，使 0)(  f 。 

 

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷二参考答案 

一.填空题（本题共有 5小题，每小题 2分，满分 10 分） 

（1）
xx

x
x 2tansin

11
lim

2

0




=  
4

1
  

 (2)  设 8
2

lim 












x

x ax

ax
，则 a 2ln  

（3）设
65

1
2 


xx

y  , )100(y = 101101 )2(

!100

)3(

!100




 xx
 

（4） 函数  





 

x
xdt

t
xF

1
)0(

1
2)(  的单调减少区间为 














4

1
,0

4

1
,0 或  

（5） 



 dx
x

x
x4

4 1

1
lncos



     0    

二．（本题满分 10 分）解： )1()1(])1()1[()( 11 nxxxnxnxxnxf nnn    

令 0)(  xf ，得
n

x



1

1
1 ， 12 x ， 

当
n

x



1

1
0 时， 0)(  xf ；当 1

1

1



x

n
时， 0)(  xf ； 

故
n

x



1

1
1 为 )(xf 的极大值点，

n

nn

n

n
fxf 























1

1
1

11

1
)( 1 为对应的极大值。 

又 0)1()0(  ff 故 )( 1xf 即为 )(xf 在闭区间 ]1,0[ 上的最大值： 
n

nn

n
nM 














1

1
1

1
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（2） 1
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1
1

1
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



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



 e
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三．（本题满分 10 分）解：因为
xx

ax

xx

ax
xf

xxx arcsin
lim

arcsin

)1ln(
lim)(lim

3

0

3

00 

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2 2

2
0 0 0

2 2

0 0

1 1
lim ( ) lim 4 lim

sin
4

2
4 lim 2 lim 2 2 4

2

ax ax

x x x

ax
ax

x x

e x ax e x ax
f x

x xx

ae x a
a e a

x

    

  

     
 

 
    

 

命 )(lim)(lim
00

xfxf
xx  

 ，即 426 2  aa ，解得 2,1  aa ， 

当 1a 时， )0(6)(lim
0

fxf
x




，故 )(xf 在 0x 点处连续。 

当 2a 时， 6)0(12)(lim
0




fxf
x

，故 0x 为 )(xf 的可去间断点。 

四（本题满分 10 分，每题 5 分）（1）解：当 10  x 时， 3

0

2

3

1
)( xdttxF

x
  ； 

当 21  x 时，  
xx

dttfdttfdttfxF
1

1

00
)()()()(  

22
1

21
0

3

2

1
3

6

13

2

1
3

2

1
3

3

1

2

1
3

3

1
xxxxttt x 






 






  ， 

因此，















21,
2

1
3

6

13

10,
3

1

)(
2

3

xxx

xx
xF  

3

1

3

1
lim)(lim 3

11


 
xxF

xx
，

3

1

2

1
3

6

13
lim)(lim 2

11







 

 
xxxF

xx
， 

因此， )(xF 在 1x 处连续。 

（2）解： 



  

1

0

21
0

21

0

21

0
)()(

2

1
)(

2

1
)( dxxfxxfxdxxfdxxxf  

 
1

0

21

0 2

2
2 2sin

2

1
2

sin

2

1
xdxxxdx

x

x
x  

]11[cos
2

1
cos

2

1
sin

2

1 1
0

21

0

22   xdxx  

五．（本题满分 10 分）解：由直角坐标与极坐标之间的关系










sin

cos

ry

rx
 

得到此曲线的参数方程：









cossinsinsin)cos1(

coscoscos)cos1( 2

y

x
 

以
6

  代入，得到切点坐标为 









4

3

2

1
,

4

3

2

3
 

由参数方程求导公式得切线斜率为 1

66











d

dx
d

dy

dx

dy
 

所以曲线切线、法线的直角坐标方程分别为： 



 

03
4

3

4

5
 yx ， 0

4

3

4

1
 yx  

六．（本题满分 10 分）解：令 0x ，则 1)0( y ，对方程两端求导， 

得到 0 yxyyey （1），将 1,0  yx 代入，得 1)0(  ey  

对（1）式两端再求导，得 02)( 2  yxyyeye yy  

代入上述结果，得 2)0(  ey  

七．（本题满分 10 分）解： 








 x

x

x dttxfx

dttftx

0

0

0 )(

)()(
lim 







 x

xx

x dttxfx

dtttfdttfx

0

00

0 )(

)()(
lim ， 

令 utx  ，则  
x

dttxf
0

)( ＝ 
x

duuf
0

)(  







 x

xx

x dttxfx

dtttfdttfx

0

00

0 )(

)()(
lim

)()(

)()()(
lim

0

0

0 xxfduuf

xxfxxfdttf

x

x

x 








 

利用积分中值定理，存在，介于 0与 x之间，因此， 

)()(

)(
lim

)()(

)()()(
lim

0

0

0

0 xxfxf

xf

xxfduuf

xxfxxfdttf

xx

x

x 






 





2

1
  

八．（本题满分 10 分）解：令 tx 2sin ，则
t

t
txx




1
21tan2cos 2 ， 

所以
x

x
x

x
xxf







1

1
2

1
21)( ， 

cxxdx
x

xxf 








  1ln

1

1
2)( 2  

九．（本题满分 10 分）解：（1）  


x

a

x

a

x

a

x

a
dtttfdttfxdtttfdttfxxF )()()()()(  

 


x

a

x

a
dttfdttfxF )()()( ， 0)(2)(  xfxF  

（2）  


x

a

x

a
dttfdttfxF )()()(  

由于 )(xf 为偶函数，对于 
x

a
dttf )( ，作变量替换： ut  ，则有 











a

x

a

x

x

a
dttfduufdttf )()()( ，于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x a x
a a a x x

F x f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt
   

           

由积分中值定理， xfdttf
x

x
2)()(   

令 0)(  xF ，得到 0x ，而 0)0(2)0(  fF ， 

因此， 0x 是唯一的极小值点，故 0x 也是最小值点。 

十．（本题满分 10 分）证明：因为 )(xf 在 ]3,0[ 上连续，所以 )(xf 在 ]2,0[ 上连续， 

设 )(xf 在 ]2,0[ 上的最大值为M ，最小值为m ，于是 Mfm  )0( ， 

Mfm  )1( ， Mfm  )2(  



 

故 M
fff

m 



3

)2()1()0(
 

由介值定理知，存在 ]2,0[c ，使 1
3

)2()1()0(
)( 




fff
cf  

因为 )3(1)( fcf  ，且 )(xf 在 ]3,[c 上连续，在 )3,(c 内可导，因此由罗耳中值定

理知，存在  )3,(c )3,0( ，使 0)(  f 。 

 

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷三（非数学类） 
考试形式：闭卷  考试时间：120 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.6 

 

一、计算题（每小题 4 分，满分 20 分） 

1.求极限
2

1

1
lim sin

n

n
i

i
i

n n





 。 

2．计算不定积分
1

x
dx

x x 。 

3．设
2 100

( ) (tan 1)(tan 2) (tan 100)
4 4 4

x x x
f x

  
    ，求 (1)f  。 

4．设

cot

cos 2

sin

x t

t
y

t







， (0, )t  ，求此曲线的拐点。 

5．已知极限
2

1
2

0
lim( ) 1x x

x
e ax bx


   ，求常数的值 ,a b。 

二、（满分 10 分）设 (0) 0,0 ( ) 1f f x   ，证明：当 0x  时， 2 3

0 0
( ( ) ) ( )

x x
f t dt f t dt   

三、（满分 10 分）设
21

1
( ) | | tg x x t e dt


  ，求 ( )g x 的最小值。 

四、（满分 15 分）已知点 (1,0,0)A 与点 (1,1,1)B ，是由直线 AB 绕 Oz 轴旋转一周而

成的旋转曲面介于平面 0z  与 1z  之间部分的外侧，函数 ( )f u 在 ( , )  内具

有连续导数，计算曲面积分 
2 2[ ( ) 2 ]d d [ ( )]d d ( 1) d dI xf xy x y z y yf xy z x z x y



      。 

五、（满分 10 分）设 ( )F t 2

0
ln(1 2 cos )t x t dx


   ，证明： 

（1） ( )F t 为偶函数；（2） 2( ) 2 ( )F t F t  

六、（满分 10 分）设 f 为连续函数，且0 ( ) 1f x  ，证明在[0,1]上方程
0

2 ( ) 1
x

x f t dt 
有唯一解。 

七、（满分 15 分）求级数  2
1

, 0
n n

n

n

a b
x a b

n n





 
  

 
 的收敛半径和收敛域。 

八、（满分 10 分）设对于半空间 x>0 内任意的光滑有向封闭曲面都有 



 

       2

S

0xxf x dydz xyf x dzdx e zdxdy   ，其中函数 f(x)在 0,  内具有连

续的一阶导数，且  
0

lim
x

f x


存在，求 f(x)。 

 

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷三参考答案 

一、计算题（每小题 4 分，满分 20 分） 

1.解：
2

1

1
lim sin

n

n
i

i
i

n n





 =

1

0
sinx xdx =

1

0

1
cosxd x


  =

11

0 0

1
( cos cos )x x xdx 


    

=
1

0

1 1
( 1 sin )x

 
   =

1


 

2.解 
1

x
dx

x x =
4

1
3

d x x  =
4

1
3

x x C    

3.解 
2 100

( ) (tan 1)[(tan 2) (tan 100)]
4 4 4

x x x
f x

  
     

2 100
2( ) sec [(tan 2) (tan 100)]

4 4 4 4

x x x
f x

        

2 100

(tan 1)[(tan 2) (tan 100)]
4 4 4

x x x        

2(1) sec [(1 2) (1 100)]
4 4

f
     = 99!

2


   

4．解： csc cot 2cos
dy

t t t
dt

   ， 2csc
dx

t
dt

   

2cos (1 2sin )
dy

t t
dx

  ，
2

3
2

3sin cos 2
d y

t t
dx

   

令
2

2
0

d y

dx
 得 1 2

3
,

4 4
t t

 
  ，当0

4
t


  时，

2

2
0

d y

dx
 ，当

3

4 4
t

 
  时，

2

2
0

d y

dx
 ，

当
3

4
t

   时，
2

2
0

d y

dx
 ，因此拐点为 (1,0), ( 1,0)  

5．解 
2

1
2

0
lim( )x x

x
e ax bx


  =

2
20

1
lim ( 1)x

x
e ax bx

xe 
   

= 0

( 2 )
lim

2

x

x

e ax b

xe 

 

=1 

于是
0

lim( 2 ) 0x

x
e ax b


   ， 1b   ，由

0

( 2 )
lim 0

2

x

x

e a



 ，得

1

2
a    

另解：

2

2 2 2

1 1 1
2 2 1

0 0
lim( ) lim(1 1)

x

x

e ax bx
x xx e ax bx x

x x
e ax bx e ax bx

  
  

 
      

2

20

1
lim

x

x

e ax bx

xe 

  

 ＝1 

        

2 2 2
2

2 20 0

1
1 ( ) 11 2lim lim

x

x x

x x o x ax bxe ax bx

x x 

       
  



 

         

2 2

20

1
(1 ) ( ) ( ) 12lim 0 , 1

2x

b x a x o x
a b

x

   
        

二、（满分 10 分）证明：设 2 3

0 0
( ) ( ( ) ) ( )

x x
F x f t dt f t dt    

则 (0) 0F  ， 2

0
( ) ( )[2 ( ) ( )]

x
F x f x f t dt f x   ， 

由 (0) 0f  且0 ( ) 1f x  ，知当 0x  时， ( ) 0f x  。 

又设 2

0
( ) 2 ( ) ( )

x
g x f t dt f x  则 (0) 0, ( ) 2 ( )[1 ( )] 0g g x f x f x     ， 

所以 ( ) 0F x  ，从而 ( ) (0)F x F ,不等式得证. 

三、（满分 10 分）解：当 1x  时，
21

0
( ) 2 tg x x e dt  ，，

21

0
( ) 2 0tg x e dt   ，故当 1x  时 ( )g x

单调增加；当 1x   时，
21

0
( ) 2 tg x x e dt   ，

21

0
( ) 2 0tg x e dt    故当 1x  时 ( )g x 单调减

少；当 1 1x   时，
2 21

1
( ) ( ) ( )

x t t

x
g x x t e dt t x e dt


      

2 2 2 21 1

1 1

x xt t t t

x x
x e dt te dt te dt x e dt

 
       ， 

2 21

1
( )

x t t

x
g x e dt e dt


    =

2x t

x
e dt

 。 

由 ( ) 0g x  得 0x  。当 1 0x   时， ( ) 0g x  ，当0 1x  时， ( ) 0g x  ，  

故 0x  是 ( )g x 的极小值点，又
21 1

0 0
(1) ( 1) 2 2 2tg g e dt dt       

2 21 1
00

(0) 2 |t tg te dt e  = 1e  ，故 ( )g x 的最小值为 (0) 1g e    

四、（满分 15 分）解：直线 AB 的方程为
1

0 1 1

x y z
  ，直线

1
:

x
AB

y z


 

绕 z轴旋

转而成的旋转曲面的方程为
2 2 21x y z   ，即

2 2 2 1x y z   ， 

记
2 2( ) 2 , ( ), ( 1)P xf xy x Q y yf xy R z      ，则 

( ) ( ) 2
P

f xy xyf xy
x

   


， 2 ( ) ( )
Q

y f xy xyf xy
y

   


， 2( 1)
R

z
z


 


， 

于是 2 2
P Q R

y z
x y z

  
   

  
。 

补面
2 2

1
: 0( 1)z x y    ，下侧；

2 2

2
: ( 2)z x y    ，上侧。由高斯公式知

1 2

0
d d d d d d d

P Q R
I P y z Q z x R x y V

x y z  

   
         

   

(2 2 )dy z V


  ，由对称性知， d 0y V


 ，利用截面法得： 

2 2 2

1 1 3

0 0
: 1

3
d d d ( )d

4zD x y z

z V z z z z z  
   

       ，故
1 2

0

3

2
I 

 

  。 

又
1 1

1
d d d d d d d d d d

D

I P y z Q z x R x y x y x y 
 

          ， 



 

  
2 2

2
d d d d d d 4d d d d 8

D

I P y z Q z x R x y x y x y 
 

         ， 

所以，
0 1 2

3 11
( ) 8

2 2
I I I I             。 

五、（满分 10 分）证明：（1） 2

0
( ) ln(1 2 cos )F t t x t dx


     

2

0
ln(1 2 cos )

x u

u x u dx
  

   2

0
ln(1 2 cos )t x t dx


   ( )F t  

（2）2 ( ) ( ) ( )F t F t F t   = 2 2 2 2

0
ln[(1 ) 4 cos )]t t x dx


    

2 4

0
ln(1 2 cos 2 )t x t dx


  

2
2 2 21

ln(1 2( )cos ( ) )
2

x y

t y t dy
 



 


      

2 2 2

0
ln(1 2( ) cos ( ) )t y t dy


     2( )F t  2( )F t  

六、（满分 10 分）证明：设
0

( ) 2 ( ) 1
x

F x x f t dt   ， 

则 ( )F x 在[0,1]上连续，在 (0,1)内可导， (0) 1 0F     
1

0
(1) 1 ( )F f t dt   ，当 ( ) 1f x  时， (1) 0F  ， 1x  是方程

0
2 ( ) 1

x
x f t dt  的解； 

当0 ( ) 1f x  时，
1

0
(1) 1 ( ) 0F f t dt   ，由零点定理，得至少存在一点 (0,1)  使

( ) 0F   ，即方程
0

2 ( ) 1
x

x f t dt  至少有一解。 

又 ( ) 2 ( ) 0F x f x    ，故 ( )F x 在 [0,1] 上严格单调递增，因此在 [0,1] 上方程

0
2 ( ) 1

x
x f t dt  有唯一解。 

七、（满分 15 分）解：
2 2

1 1 1

n n n n
n n n

n n n

a b a b
x x x

n n n n

  

  

 
   

 
   ， 

设
2

1 1

,
n n

n n
n n

n n

a b
a x b x

n n

 

 

    

 

1
1

2

2

1 1 11lim ,lim min ,

n
n

n nn n

ba
nn a b R

a b a b
n n




 

        
 

  

①当 a>b>0 时，
1 1

,R x
a a

  时， 

2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1
,

n nn n

n n
n n n n

b a b
a b

n n a n n n a

   

   

            
    

   发散 收敛 发散     

1
x

a
  时，

 
1

1 1 1
, lim 0,

n

n nn
n

a a
n n n







    递减 收敛 

2
1

1
n

n n
n

b
b b

n a





    
 

 绝对收敛 收敛 



 

2
1

1 1 1
,

nn n

n

a b

n n a a a





               
 收敛 收敛域为  

②当 0b a  时，
1 1

,R x
b b

  时， 

2 2
1 1 1 1

1 1 1
,

n n nn n

n n
n n n n

a a a b
a b

n b b n n n b

   

   

                
      

   收敛 收敛 收敛      

1
x

b
  时，

1

1
,

n

n n
n

a
a a

n b





    
 

 绝对收敛 收敛 

 
2

1

1
,

n

n n
n

b b
n






  绝对收敛 收敛 

2
1

1 1 1
,

nn n

n

a b

n n b b b





                
 收敛 收敛域为  

   所以，当 a>b>0 时，收敛半径
1

,R
a

 收敛域为
1 1

,
a a

   
； 

当 0b a  时，收敛半径
1

R
b

 ，
1 1

,
b b

   
收敛域为 。 

八、（满分 10 分）解：对任意光滑封闭曲面由高斯公式得： 

         2 2

S

x x

V

xf x dydz xyf x dzdx e zdxdy xf x f x xf x e dV         、
由

题意得        2 0 0xxf x f x xf x e x    、
恒成立 

     
2

21 1
1 ,

x x
x e Ce

f x f x e f x
x x x

      
 

、 解得  

由  
0

lim
x

f x


存在得：
2

0
lim

x x

x

e Ce

x


存在  2

0
lim 0 1x x

x
e Ce C


       

 
2x xe e

f x
x


   

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷四（非数学类） 
考试形式：闭卷  考试时间：120 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.45 

一.填空题（每题 4 分，共 20 分） 

1．设当 0x 时， )1ln()cos1( 2xx  是比 nxx sin 高阶的无穷小，而 nxx sin 是比 1
2

xe

高阶的无穷小，则正整数n 等于          。 

2．设 )(sin 42 xy  ，则
)( 3xd

dy
=            。 



 

3．不定积分 dx

x

ex x






2

3
2

arctan

)1(

=____________。 

4．  )(])([ baaba


         。 

5.设 )(xf 在 ),(  内可导，且 exf
x




)(lim ， )]1()([lim)(lim 




xfxf

cx

cx
x

x

x
，则 c

的值为___________。 
二.（本题满分 10 分）设 )(xf 在 ),0[  上可导， 0)0( f ，且其反函数为 )(xg ，若

 
)(

0

2)(
xf xexdttg ，求 )(xf 。 

三、（本题满分 10 分）已知    
 

2

0

1

2 1 !

n

n

n

x x
n









 ， 

计算
 

   
0

230
lim

1 ln 1

x

xx

t dt x

x e x






  


。 

四、（本题满分 10 分）计算 dx
xdx

d
I

ne 


1

2
)

1
cos(ln


，其中n为自然数。 

五、（本题满分 10 分）求    2 2 22

0
ln cos sin 0I x a x dx a



   。 

六、（本题满分 15 分）设函数 ( )f x 在 ( , )  上有定义，在 0x  的某个邻域内有一阶连续

导数，且
0

( )
lim 0

x

f x
a

x
  ，证明

1

1
( 1) ( )n

n

f
n




 收敛，而

1

1
( )

n

f
n




 发散。 

七、（本题满分 10 分）计算

 32 2 2

xdydz ydzdx zdxdy

x y z

 

 
 其中是

2 2 2 2x y z a   的外

侧。 

八、（本题满分 15 分）求出所有在 0, 上的正值连续函数 g(x)， 

使得    
2

2

0 0

1 1
, 0

2

x x
g t dt g t dt x

x
          。 

 

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷四参考答案 

一.填空题（每题 4 分，共 20 分） 
1．2 

2． )sin()cos(
3

8 44 xxx  

3．解：   Cttedtettd
t

et
dx

x

ex tt
ttxx












)cos(sin
2

1
sintan

sec

tan

)1(
3

arctan

2

3
2

arctan 令

 



 

c
x

x
e x 






2

arctan

1

1

2

1
。 

4．解： aba


)(  与a

共线，而 )( baa

  ， )()( baaba
  ， 

 0)(])([  baaba


。 

5.解： cx

x
e

cx

cx 2)(lim 




 ，又由拉格朗日中值定理有 1)()1()(  fxfxf  

efxfxf
x




)(lim)]1()([lim 


， ee c  2 ，
2

1
c 。 

二.（本题满分 10 分）解： )(xf 与 )(xg 互为反函数， xxfg  )]([  

由  
)(

0

2)(
xf xexdttg ，得 xx exxexfxfg 22)()]([  ， 

xx xeexf  2)( ， Cxeedxxeexf xxxx   )2()( ， 

0)0( f ， 1 c ， 1)(  xx xeexf  

三、（本题满分 10 分） 

解：    
 

 
 

2 2 1

0 0

1 11 sin

2 1 ! 2 1 !

n n

n n

n n

x
x x x

n x n x


 


 

 
  

    

 
   

 
0 0

2230 0 02

2

3 2 20 0 0

sin
13

lim lim lim
1 2 31 ln 1
3

1
1 sin 1 cos 1 1 12lim lim lim
2 2 3 2 3 12

x x

xx x x

x x x

x
t dt x t dt x x

xx e x x x x

xx x x

x x x

 
  

  

 
   

     
 

 
     

 


 

四、（本题满分 10 分） 

解： dx
xx

dx
x

x
x

dx
xdx

d
I

nnn eee  


11

2

1

222

1
)

1
sin(ln)

1
()

1
sin(ln)

1
cos(ln


 

nduunduu
n

u
x

4sin2sin
0

2

0

1
ln

 



令

 

ute

e

t
x

tdtdt
t

tt
n

n




 
ln

12

1

1

)(ln)sin(ln)
1

()sin(ln
2

2

令
或令




nduu

n
4sin

2

0



 

五、（本题满分 10 分）解：令    2 2 22

0
ln cos sina x a x dx



   ，则  1 0,  当 0a  时， 

       
2 2

2
2 2 2 2 2 20 0

tan2 sin 2

cos sin 1 1

t xa x at
a dx dt

x a x a t t







    、 令

 

2 2 2 2 20

2 1 1 2 1
arctan arctan

01 1 1 1 1

a a
dt t at

a t a t a a a

                    



 

       

 

ln 1 1 0 C= ln 2
1

1 1
ln ln

2 2

a a da a C
a

a a
a

    

  

       


 
 

 、 由 得

即I=

 

六、（本题满分 15 分）证明：
0

( )
lim 0 (0 =0 (0) 0

x

f x
a f f a

x
    由 ） 和  

0 0

( ) ( ) (0)
( lim lim (0))

x x

f x f x f
f

x x 

  

x= 0再由导数的连续性，存在 的某邻域I,

( ) 0.( ) ( ) ( )f x x I f x x I     使得 ，

1
( ) 0 ( )f n
n

  ，且单调递减并以零为极限 为自然数。 

1

1
( 1) ( )n

n

f
n




交错级数 收敛。

0

1
( )( )

lim 0 lim 0
1x n

ff x na a
x

n

 
    再由  

1 1

1 1
( )

n n

f
n n

 

 
  正项级数 与 同敛散，

1

1
( )

n

f
n




 级数 发散。 

七、（本题满分 10 分）解：方法一（一二型相互转化）.球面
2 2 2 2x y z a   上任一

点处的单位法向量是    0 2 2 2

1
, , cos ,cos ,cosn x y z

x y z
   

 


 

 

 

2 2 232 2 2

2 2 2
2 2

cos cos cos

1 1
cos cos cos 4

xdydz ydzdx zdxdy dydz dzdx dxdy

x y zx y z

ds ds
a a

  

   

 

 

   


  

    

 

 

 

 
 

方法二（高斯公式）.将积分区域函数代入被积函数化简得： 

3

1
I xdydz ydzdx zdxdy

a 

   ，记
2 2 2 2: x y z a    ， 

由高斯公式得
3

1
3 4I dV

a




   

八、（本题满分 15 分）解：等式两边同时求导得： 

       
2

2

20 0

1 2 1

2

x x
g x g x g t dt g t dt

x x
          

   由于当  0,x  时   0g x  ，于是  
0

0
x
g t dt   

   由        
2 2

2

0 0
2 0

2

x xx
g x xg x g t dt g t dt          解方程得： 



 

          2 2

0

1 2
1

2 2

x
g t dt xg x x g x xg x

 
     

 
  由于 g(x) 连续，所以求导得

     2
1

2
g x g x xg x

 
       

 

、 所以      1 2g x xg x   、  

   即
 
 

1 2g x

g x x




、

，所以       1 2
1ln 1 2 ln ,g x x C g x Cx      

      0 g 0g x x   在 处左连续 存在。故   1 2 C>0g x Cx  ，  

 

 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷五（非数学类） 
考试形式：闭卷  考试时间：120 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.45 

 
一、填空题（每小题 5 分，共 25 分） 

1.设    2 32f x x x x x    ，则 f(x)导数不存在得点为___________。 

2.

1

40

2 sin
lim

1

x

x
x

e x

x
e



 
    

=______________。 

3.      2 2 3 2 2x y z

L

e x y z dx e y z dy e yz dz     =____________，其中 L 是圆周

2 2 2

0

y z R

x

  



，从 x 轴正向看去，曲线是逆时针方向。 

4.以四个函数 ,2 ,3cos3 ,4sin3x xe xe x x 为解的 4 阶常系数线性齐次微分方程是

____________，该方程的通解是____________。 

5.设函数    2
1

0 1
n

n

x
f x x

n





   ，则      1 ln ln 1f x f x x x     _________。 

二、（本题满分 5 分）设
2 2 2

... , 1,2,...
1 2 2n

n n n
x n

n n n n n nn n
    

     
，

求 lim n
n

x


。 

三、（本题满分 10 分）若偶函数 f(x)在点 x=0 的某邻域内具有连续的二阶导数，且 f(0)=1，

判断级数
1

1
1

n

f
n





   
 

 的敛散性。 

四、（本题满分 10 分）设 f(x)在[a,b]上连续（a>0），在(a,b)上可导，证明：  , ,a b   ，

使得    ' '

2

a b
f f 




 。 

五、（本题满分 15 分）设 f(x,y)是定义在区域0 1,0 1x y    上的二元函数，f(0,0)=0，



 

且在点(0,0)处 f(x,y)可微，求极限
 

2

4
0

0
4

,
lim

1

x t

x

xx

dt f t u du

e
 



 
。 

六、（本题满分 15 分）计算曲面积分

 
3

2 2 2 2S

xdydz ydzdx zdxdy
I

x y z

 


 
 ，其中 S 是曲面

     
2 2

2 1
1 0

7 25 16

x yz
z

 
    的上侧。 

七、（本题满分 10 分）设 a 为任意实数，求   20 1 1 a

dx
I

x x




  。 

八、（本题满分 10 分）设当 1x   时，可微函数 f(x)满足 

       '

0

1
0, 0 1

1

x
f x f x f t dt f

x
   

  ，求  'f x 。 

 
 
 

第三届中国大学生数学竞赛模拟试卷五参考答案 
一、填空题（每小题 5 分，共 25 分） 

1.x=0,x=1     2.1      3. 41

2
R        

4.微分方程为
   4 3 " '2 10 18 9 0y y y y y     ， 

通解为  1 2 3 4cos3 sin3xy C C x e C x C x     

5.
2

6


 

二、（本题满分 5 分）解：
2 2 2

...
2n

n n n
x

n n n n n nn
   

  
  

1

1 1 1 1 1
...

1 2 1

n

k
kn n n n n
n



    
   

  

又
2 2 2

1

1
...

2 1

n

n
k

n n n
x

n n n n n n n nn n n k

    
         

1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 11

n n

k k
kn k n n n n n
n

 

     
    

   

1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 11 1

n n

n
k k

x
k kn n n n
n n

 

    
  

   



 

1

0
1 1

1 1 1 1 1 1
lim lim ln 2

2 1 1 11 1

lim ln 2

n n

n n
k k

nn

dx
k kn n n n x
n n

x

 
 



 
 

         
 

 

  
 

三、（本题满分 10 分）解：由 f(x)是偶函数得  ' 0 0f   

       ' " "
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0

2 2
f f f f o f o

n n n n n n
                 
     

 

   
2

" "

2 2

1 11
1 1

lim lim 0 0
1 12 2n n

f o
n nf f

n n

 

             

2
1

1

n n




 收敛，故级数

1

1
1

n

f
n





   
 

 收敛。 

四、（本题满分 10 分）证明：由拉格朗日中值定理得  ,a b  使得 

           '
2 2

f a f b f a f b
f a b

a b a b


 
  

 
 

由柯西中值定理得  ,a b  使得
     '

2 2 2

f a f b f

a b








 

故，    ' '

2

a b
f f 




 ，得证。 

五、（本题满分 15 分）解：交换积分次序有 

   
2 2

0 0
, ,

x t x x

x t
dt f t u du dt f t u du      

2

0 0
,

x u
du f t u dt    

   
2 2

4
0 0 0

4
0 0

4

, ,
lim lim

1
4

x t x u

x

xx x

dt f t u du du f t u dt

x
e

  
  



   
 

由洛比达法则得
   

2 2

4
0 0

30 0
4

, ,
lim lim

1

x t x

x

xx x

dt f t u du f t x dt

x
e

  
 



  
 

由积分中值定理得
     

2

4

2
0

30 0 0
4

, , ,
lim lim lim

1

x t

x
xx x x

dt f t u du x f x f x

x x
e

 
    

   



 
 

其中，  20, x  ，由二元函数的泰勒公式得： 

         ' ', 0,0 0,0 0,0x yf x f f f x o x      



 

       

   

2

4

' '

0

0 0
4

'
'

0

, 0,0 0,0
lim lim

1

0,0
0,0 lim

x t

x yx

xx x

x
y

x

dt f t u du f f x o x

x
e

f
f

x





 



 



 
  



  

 
 

       
' ' 2

' '

0

0,0 0,0
0,0 ,lim 0,0 0x x

x xx

f f x
f x f x

x x




    

   
 

2

4

'
'0

0 0
4

,0,0
lim 0, lim 0,0

1

x t

x x
yxx x

dt f t u duf
f

x
e


   

    



 
 

六、（本题满分 15 分） 

解：记

     
3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

, ,
x y z

P Q R

x y z x y z x y z

  
     

 

则

S

I Pdydz Qdzdx Rdxdy   ， 

除原点外，P,Q,R 及其偏导数连续，且有 0
P Q R

x y z

  
  

  
，则曲面积分与积分曲面

无关。取  2 2 2 2
1 : 0S x y z z     ， 是较小的正常数可以保证 1S 在 S 的内部，取

其上侧为正；将 xoy 面上位于 1S 与 S 的边界曲线之间的部分记为 2S ，取其上侧为正；

设 1 2, ,S S S 所围空间区域为 V，记 xoy 平面上由 1S 边界所围部分为 3S ，取其上侧为正；

设 1S 与 3S 所围半球体区域为 1V ，则有 

1 2 1 2
S S S S S

I Pdydz Qdzdx Rdxdy
     

        

由高斯公式得

1 2

0
VS S S

P Q R
Pdydz Qdzdx Rdxdy dV

x y z   

   
         

   

2S 与 3S 位于 xoy 平面上，则有

2 3

0
S S

Pdydz Qdzdx Rdxdy
 

      

1 1
S S

I Pdydz Qdzdx Rdxdy Pdydz Qdzdx Rdxdy
 

          

3 3 31 1
S S S S S

Pdydz Qdzdx Rdxdy Pdydz Qdzdx Rdxdy
     

           

 3 31 1

3 2
2 2 2 2

1

S S S S

xdydz ydzdx zdxdy
xdydz ydzdx zdxdy

x y z
    

 
   

 
    



 

1

3

3 3

1 3 1 4
3 2

2 3V

dV
 

 
      

七、（本题满分 10 分）解：令 tanx t ，则 2 2

0 01 tan 1 cota a

dt dt
I

t t

 

 
    

2 2

0 0

tan 1 tan 1

1 tan 2 1 tan 1 tan 4

a a

a a a

tdt t
dt

t t t

   
       
   

八、（本题满分 10 分）解：将已知方程化成         '

0
1 1 0

x
x f x x f x f t dt     ， 

两边同时对 x 求导得：       " '1 2 0x f x x f x     

即
 
 

"

'

2 1
1

1 1

f x x

f x x x


    

 
，积分得    '

1ln ln 1f x x x c      

   
'

1 x

c
f x

x e
 


，由 f(0)=1 得  ' 0 1, 1f c     ，    

' 1

1 x
f x

x e
  


 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

首届中国大学生数学竞赛赛区赛试卷（非数学类，2009） 
考试形式：闭卷  考试时间：120 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.35 

 

一、填空题（每小题 5 分，共 20 分） 

1．计算 




 yx
yx

x

y
yx

D
dd

1

)1ln()(
____________，其中区域 D 由直线 1 yx 与两

坐标轴所围成三角形区域. 

2．设 )(xf 是连续函数，且满足  
2

0

2 2d)(3)( xxfxxf , 则 )(xf ____________. 

3．曲面 2
2

2
2

 y
x

z 平行于平面 022  zyx 的切平面方程是__________. 

4．设函数 )(xyy  由方程 29ln)( yyf exe  确定，其中 f 具有二阶导数，且 1f ，

则 
2

2

d

d

x

y
________________. 



 

二、（5 分）求极限 x

enxxx

x n

eee
)(lim

2

0





，其中n是给定的正整数. 

三、（15 分）设函数 )(xf 连续， 
1

0
d)()( txtfxg ，且 A

x

xf
x




)(
lim

0
，A为常数，求 )(xg

并讨论 )(xg 在 0x 处的连续性. 

四、（15 分）已知平面区域 }0,0|),{(   yxyxD ， L为D的正向边界，

试证：（1）   

L

xy

L

xy xyeyxexyeyxe dddd sinsinsinsin ； 

（2） sin sin 25
d d

2
y x

L

xe y ye x   . 

五、（10 分）已知 xx exey 2
1  ， xx exey 2 ， xxx eexey  2

3 是某二阶常系

数线性非齐次微分方程的三个解，试求此微分方程. 

六、（10 分）设抛物线 cbxaxy ln22  过原点.当 10  x 时, 0y ,又已知该抛物

线与 x 轴及直线 1x 所围图形的面积为
3

1
.试确定 cba ,, ,使此图形绕 x 轴旋转一周而成的

旋转体的体积最小. 

七、（15 分）已知 )(xun 满足 ),2,1()()( 1   nexxuxu xn
nn , 且

n

e
un )1( , 求函数

项级数


1

)(
n

n xu 之和. 

八、（10 分）求 1x 时, 与


0

2

n

nx 等价的无穷大量. 

 

 

 

 

首届中国大学生数学竞赛赛区赛试卷参考答案 
一、填空题（每小题 5 分，共 20 分） 

1.解：令 vxuyx  , ，则 vuyvx  , ，
0 1

d d d d d d
1 1

x y u v u v 


， 

vu
u

vuuu
yx

yx
x

y
yx

DD
dd

1

lnln
dd

1

)1ln()(

 






 

2
1 1

0 0 0 0

ln ln ( ln )
( d ln d )d d

1 1 1 1

u uu u u u u u u u u
v v v u u

u u u u


   

        


1

0

2

d
1

u
u

u
（*） 

令 ut  1 ，则 21 tu  ， dt2d tu  ， 422 21 ttu  ， 



 

 
0

1

42 d)21(2(*) ttt  
1

0

42 d)21(2 ttt
15

16

5

1

3

2
2

1

0

53 



  ttt  

2. 解：令 
2

0
d)( xxfA ，则 23)( 2  Axxf ， 

AAxAxA 24)2(28d)23(
2

0

2   ,解得
3

4
A 。因此

3

10
3)( 2  xxf 。 

3.解：因平面 022  zyx 的法向量为 )1,2,2(  ，而曲面 2
2

2
2

 y
x

z 在 ),( 00 yx 处的

法向量为 )1),,(),,(( 0000 yxzyxz yx ，故 )1),,(),,(( 0000 yxzyxz yx 与 )1,2,2(  平行，因此，

由 xzx  ， yzy 2 知 000000 2),(2,),(2 yyxzxyxz yx  ，即 1,2 00  yx ， 

又 5)1,2(),( 00  zyxz ，于是曲面 022  zyx 在 )),(,,( 0000 yxzyx 处的切平面方程

是 0)5()1(2)2(2  zyx ， 

即曲面 2
2

2
2

 y
x

z 平行于平面 022  zyx 的切平面方程是 0122  zyx 。 

4. 解：方程 29ln)( yyf exe  的两边对 x求导，得 ( ) ( ) ( )( ) ln 29f y f y y f ye xf y y e e y y xe       

故 yyyf
x

 )(
1

，即
))(1(

1

yfx
y


 ， 

因此
222

2

)](1[

)(

))(1(

1

d

d

yfx

yyf

yfx
y

x

y






  

32

2

232 )](1[

)](1[)(

))(1(

1

)](1[

)(

yfx

yfyf

yfxyfx

yf











  

二. （5 分）解：
2 2

0 0
lim( ) lim(1 )

e ex x nx x x nx
x x

x x

e e e e e e n

n n 

      
 

 
 

2

2
2

0

12
2

0

lim (1 )

2 1
= lim , =

1 2

x x nx

x x nx

e e e n e
nx x nx n x

e e e n

x

nx x nx e

x

e e e n

n

e e e ne n
e e

n

   

   







       
  

   
 

 



幂指数部分的极限值 原式

 

三.（15 分）解：由 A
x

xf
x




)(
lim

0
和 )(xf 连续，有

0
lim ( ) (0) 0
x

f x f


   

1

0
(0) (0)d (0) 0g f t f  显然 ， 

0x 时， 
x

uuf
x

xg
0

d)(
1

)( ，故 0)0(
1

)(
lim

d)(
lim)(lim

0

0

00





f

xf

x

uuf
xg

x

x

xx
 

当 0x 时，
x

xf
uuf

x
xg

x )(
d)(

1
)(

02
  ，       



 

0

( ) (0)
(0) lim

x

g x g
g

x

  0

20

( )d
lim

x

x

f t t

x



22

)(
lim

0

A

x

xf
x




 

2 00 0

1 ( )
lim ( ) lim[ ( )d ]

x

x x

f x
g x f u u

x x 
    2 00 0

( ) 1
lim lim ( )d

x

x x

f x
f u u

x x 
   2 2

A A
A    

这表明 )(xg 在 0x 处连续. 

四（15 分）证：因被积函数的偏导数连续在D上连续，故由格林公式知 

（1） yxye
y

xe
x

xyeyxe
D

xy

L

xy dd)()(dd sinsinsinsin  
















  yxee
D

xy dd)( sinsin   

 

L

xy xyeyxe dd sinsin yxye
y

xe
xD

xy dd)()( sinsin 
















  yxee
D

xy dd)( sinsin    

而D关于 x和 y 是对称的，即知 yxee
D

xy dd)( sinsin  yxee
D

xy dd)( sinsin    

因此   

L

xy

L

xy xyeyxexyeyxe dddd sinsinsinsin  

（2）因 )1(2)
!4!2

1(2 2
42

t
tt

ee tt     

故
2

2cos5

2

2cos1
2sin2 2sinsin xx

xee xx 



   

由    

D

xy

L D

xyyy yxeeyxeexyeyxe dd)(dd)(dd sinsinsinsinsinsin  

知    

D

xy

L D

xyyy yxeeyxeexyeyxe dd)(
2

1
dd)(

2

1
dd sinsinsinsinsinsin  

  

D

xx

D

xx

D

yy yxeeyxeeyxee dd)(dd)(
2

1
dd)(

2

1 sinsinsinsinsinsin  

2

00

sinsin

2

5
d

2

2cos5
d)( 





   x

x
xee xx ，即 2sinsin

2

5
dd   

L

yy xyeyxe  

五.（10 分）解：设 xx exey 2
1  ， xx exey 2 ， xxx eexey  2

3 是非齐次微分方程

的三个解，则容易推出 2xe 和 xe 都是对应的齐次微分方程的解， 因此对应的齐次微分

方程为 02  yyy ，再利用 xy xe  是特解，代入知， ( )f x xex)21(  ，二阶常系

数线性非齐次微分方程为 xx xeeyyy 22  。 

六.（10 分）解：因抛物线 cbxaxy ln22  过原点，故 1c ，于是 

2323
dt)(

3

1
1

0

231

0

2 ba
x

b
x

a
bxax 



   即 )1(

3

2
ab   

而此图形绕 x 轴旋转一周而成的旋转体的体积 

 
1

0

221

0

22 dt))1(
3

2
(dt)()( xaaxbxaxaV   



 

 
1

0

221

0

31

0

42 dt)1(
9

4
dt)1(

3

4
dt xaxaaxa  22 )1(

27

4
)1(

3

1

5

1
aaaa    

即 22 )1(
27

4
)1(

3

1

5

1
)( aaaaaV    

令 0)1(
27

8
)21(

3

1

5

2
)(  aaaaV  ，得 04040904554  aaa  

即 054 a ，因此
4

5
a ,

2

3
b , 1c . 

七、（15 分）解： xn
nn exxuxu 1)()(  ，即 xn exyy 1  

由一阶线性非齐次微分方程公式知 )d( 1 xxCey nx   ，即 )(
n

x
Cey

n
x   

因此 )()(
n

x
Cexu

n
x

n  ，由 )
1

()1(
n

Ceu
n

e
n  知， 0C ，于是

n

ex
xu

xn

n )(  

下面求级数的和：令 

1 1
1 1 1

1 1 1
0 0

( ) ( ) ( ), ( ) ( [ 1,1))

1 1
( ) ( (0) 0), ( ) ln(1 )

1 1

( ) ln(1 )( [ 1,1))

n x n
x

n
n n n

x
n

n

x

x e x
S x u x e s x s x x

n n

s x x s s x dx x
x x

S x e x x

  

  





     

       
 

    

  

   

八、（10 分）解：令
2

)( txtf  ，则因当 10  x ， (0, )t  时，
2

( ) 2 ln 0tf t tx x   ，故

x
t

t extf
1

ln2
2

)(


 在 (0, ) 上严格单调减。因此 

1 1

0 0
( )d (0) (0)df t t f f t   ，

2 1

1 0
( )d (1) ( )df t t f f t t    

3 2

2 1
( )d (2) ( )df t t f f t t   ，

4 3

3 2
( )d (3) ( )d .......f t t f f t t    

1

1
( )d ( ) ( )d

n n

n n
f t t f n f t t




  


 

1

1
0 0 1

( )d ( ) (0) ( )d
n n

n n
n n n

f t t f n f f t t
  


  

        

0 0
0

( )d ( ) 1 ( )d
n

f t t f n f t t
 



   即 ， 

又
21

ln

1
d

1
ln

1
ddd)(

00

1
ln

00

2
2

2 

x

te

x

tetxttf tx
t

t  
  

 

再由 1
1

1

lim
1

1
ln

lim
11







 

x
x
x

xx
，

1
ln 1 x

x
 ， 



 

所以，当 1x 时, 与


0

2

n

nx 等价的无穷大量是
x12

1 
。 

 
 
 
 
 
 
 

首届中国大学生数学竞赛决赛试卷（非数学类，2010） 
考试形式：闭卷  考试时间：150 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.3 

 
一、填空题（每小题 5 分，共 20 分） 

 （1）求极限
1

2
1

lim (1 )sin
n

n
k

k k

n n






 ； 

（2）计算
2

2 2 2

( )axdydz z a dxdy

x y z

 

 
 ，其中为下半球面 2 2 2z a x y    的上侧， 0a  ； 

（3）现要设计一个容积为V 的一个圆柱体的容器，已知上下两底的材料费为单位面积

a元，而侧面的材料费为单位面积b 元。试给出最节省的设计方案：即高与上下底的直

径之比为何值时所需费用最少？ 

（4）已知 ( )f x 在
1 1

,
4 2

 
 
 

内满足
3 3

1
( )

sin cos
f x

x x
 


，求 ( )f x 。 

二、（10 分）求下列极限  

（1） 
1

lim 1
n

n
n e

n

        
 ；   （2）

1 1 1

lim
3

n

n n n

n

a b c


 
  

 
  

，其中 0, 0, 0a b c   。 

三、（10 分）设 ( )f x 在 1x  点附近有定义，且在 1x  点可导， (1) 0, (1) 2f f   ，求
2

20

(sin cos )
lim

tanx

f x x

x x x




。 

四、（10 分）设 ( )f x 在[0, ) 上连续，无穷积分
0

( )f x dx


 收敛。求
0

1
lim ( )

y

y
x f x dx

y  。 

五、（12 分）设 )(xf 在 ]1,0[ 上连续，在 )1,0( 内可微，且 1)
2

1
(,0)1()0(  fff 。证明：

(1)存在
1

( ,1)
2

  ，使得 ( )f   ；(2) 存在 (0, )  使得 ( ) ( ) 1f f      。 

六、（14 分）设 1n  为整数，
2

0
( ) 1

1! 2! !

n
x t t t t

F x e dt
n

  
     

 
  。证明：方程 ( )

2

n
F x  在

,
2

n
n

 
 
 

内至少有一个根。 

七、（12 分）是否存在 1R 中的可微函数 ( )f x 使得 2 4 3 5( ( )) 1f f x x x x x     ？若存在，

请给出一个例子；若不存在，请给出证明。 
八、（12 分）设 ( )f x 在[0, ) 上一致连续，且对于固定的 [0, )x  ，当自然数n 时



 

( ) 0f x n  。证明：函数序列{ ( ) : 1,2, }f x n n   在[0,1]上一致连续于0 。 
 
 

首届中国大学生数学竞赛决赛试卷参考答案 

一、填空题（每小题 5 分，共 20 分） 

1.解：方法一：由泰勒公式得
2 2 2

1
sin

k k
o

n n n

      
 

， 

 

1 1

2 2
1 1

1
0

1 3 1 1
lim 1 sin lim 1 lim

2

5
1

6

n n

n n nk k

k k k k n
o

n n n nn n

x x dx

 

 

 

   

               
     

  

 

方法二：

21 1

2 2 3
1 1

lim 1 sin lim
n n

n nk k

k k k k

n n n n

 
 

  

        
   

 

    
2 3

1 1 2 1 5
lim

62 6n

n n n n n

n n
 



   
  

 
 

2.解：方法一：将（或分片后）投影到相应坐标平面上化为二重积分逐块计算。 

2 2 2
1

1
2

Dyz

I axdydz a y z dydz
a 

      ，其中 yzD 为 yoz 平面上的半圆

2 2 2 , 0y z a z   ，得
2 2 2 3

1 0

2
2

3
aI d r a r dr a

         

同理，  
2

2 2 2 2
2

1 1

Dxy

I z a dxdy a a x y dxdy
a a

          
，其中 xyD 为

xoy 平面上的圆域
2 2 2x y a  ，利用极坐标， 

得  2
2 2 2 3

2 0 0

1

6
aI d r a a r dr a

a
      ， 

所以
3

1 2 2
I I I a


     

方法二：（补面利用高斯公式）  21
I axdydz z a dxdy

a 
   ， 

作面
2 2 2: 0,S z x y a   的下侧，则 S  构成封闭区域 

2 2 2: 0a y x z      的内侧，由高斯公式得： 

   21 1
2 3

S

I axdydz z a dxdy z a dV
a a 

        



 

 

 

  

0 3

2 2 2 2

0 2 2 3 3

1
2 3

1
2 3

2 3
2

S

a
x y a z

a

I z a dV a dxdy
a

z a dz dxdy a
a

z a a z dz a a
a



 




  



     

    

      

 

3.解：设圆柱容器的高为 h，上下底的半径为 r，则有
2r h V  或

2

V
h

r
 ， 

所需费用为   2 2 2
2 2 2

bV
F r a r b rh a r

r
      ， 

显然
2

2
( ) 4

bV
F r a r

r
   ，那么，费用最少意味着 ( ) 0F r  ，也即

3

2

bV
r

a
 ，

这时高与底的直径的比为
32 2

h V a

r br
  。 

2. 解：由
3 3 21

sin cos cos 1 2sin
4 42

x x x x
                 

得： 

2

2

cos 1 2sin
4 4

dx
I

x x
 

 
              

，令
4

u x


  得 

2 2 2

sin
2 2

cos 1 2sin cos 1 2sin

du d u
I

u u u u
    

       
，令 sint u ，则 

   2 22 2

2
2 2

3 1 1 21 1 2

2 1 1
ln 2 arctan 2

3 2 1

1 sin
2 24

ln arctan 2 sin
6 3 41 sin

4

dt dt dt
I

t tt t

t
t c

t

x
x c

x






            

  
     

                   
 

 



 

二.（10 分）解：（1）由

1 1 1
ln 1 1

21
1

n n o
n n ne e e e e

n

        
          

 
 

1 1

2 1 1
1

2

o
n ne e e o

n n

    
 

                 
 

1 1 1
lim 1 lim

2 2

n

n n

e
n e e no

n n 

                        
 

（2）方法一：由泰劳公式得，n 时，

1 1
ln 1 1

1 ln
a

n na e a o
n n

      
 

， 

1 1 1 1
ln ln1 1 1 1

1 ln , 1 ln
b c

n n n nb e b o c e c o
n n n n

             
   

 

 
1 1 11 1 1

1 ln
3 3

n n na b c abc o
n n

               
 

 
1 1 1

1 1
1 ln

3 3

n
n

n n na b c
abc o

n n

 
                

 

， 

记  1 1
ln

3n abc o
n n

     
 

，则  
1 1 1

1

1
3

n
n nn n n

nn

a b c



 

           
 

 

显然，n 时    
1 1

0, 1 , ln
3

nn n ne n abc       

所以，  
1 1 1

1
3lim lim 1

3

n
n nn n n

nn
n n

a b c
abc




 

 
            

 

 

方法二： 
1 1 1

3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 3

33
lim lim 1

3 3

n n na b c
n n

n n n n n n n n na b c

n n

a b c a b c

  
 

  

 

   
           

   
   



 

 

1 1 1 1 1 1

33 1 1 1 1
exp lim exp lim

1 1 1 133

n n n n n n

n n

a b c a b c
abc

n n n n

 

    
         

       
    
     

三.（10 分）解：由题意得
       '

1 1

1
lim lim 1 2

1 1y y

f y f f y
f

y y 


  

 
， 

令
2sin cosy x x  ，那么当 0x  时，

 2

20

sin cos
1, lim 2

sin cos 1x

f x x
y

x x


  

 
 

   2 2 2

2 2 20 0

2

2 2 2

20 0

sin cos sin cos sin cos 1
lim lim

tan sin cos 1 tan

sin cos 1
sin cos 1 1

2lim 2lim
tan 2tan 1

x x

x x

f x x f x x x x

x x x x x x x x

x x
x x x x

xx x x
x

 

 

   
  

   
 

  
 

 

四.（10 分）解：设  0 f x dx l  ，并令    0
xF x f t dt  ， 

则  ( )F x f x  ，并有  lim
x

F x l


 ，对于任意的 y>0，有 

       0 0 0

1 1 1

0
y y yx yx
xf x dx xdF x F x F x dx

xy y y y


    

 

   0

1 yF y F x dx
y

    

根据洛比达法则，有    0

1
lim limy

y y
F x dx F y l

y 
   

 0

1
lim 0y

y
xf x dx l l

y
     

五 .（ 12 分）证明：（ 1）令    F x f x x  ，则 F(x)在 [0,1]上连续，且有

 1 1
0, 1 1 0

2 2
F F
       
 

，由介值定理得：
1

,1
2

    
 

使得   0F    

即  f    

（2）令    xG x e F x ，则    0 0G G   ，由罗尓定理得：  0,   使



 

得  ' 0G   即      ' 1 0G e f e f             
、

， 

即     1f f    、
 

六.（14 分）证明：

2

1 ... 1, 0
1! 2! !

n
t t t t

e t
n

  
       

 
 ， 

2
2

0 1 ...
2 1! 2! ! 2

n n
tn t t t n

F e dt
n

            
   

，下面只需证明  
2

n
F n  即可。 

 

 

2 2

0 0

2 2 1

0

1 ... 1 ...
1! 2! ! 1! 2! !

1 1 ... 1 ...
1! 2! ! 1! 2! 1 !

n n
n nt t

n n
nn t

t t t t t t
F n e dt de

n n

n n n t t t
e e dt

n n

 


 

   
              

   
  

                 

 

由此，可以推出 

   

   

2 2 1

2

1 1 ... 1 1 ...
1! 2! ! 1! 2! 1 !

... 1 1 1 1 1 1 ...
1! 1! 2! !

n n
n n

n
n n n

n n n n n n
F n e e

n n

n n n n
e e n e n n n

n


 

  

  
                 

                  
   

又    
2 22

1 1 ... 1 ...
1! 2! ! 2 1! 2! !

n nn n n n n n n
n n n

n n

 
           

 
  

     
2

2

1 1 1 ...
1! 2! !

2 2
1 1 ... 1

2 1! 2! ! 2 2

n
n

n
n

n n n
F n n e n n n

n

n n n n n n
n e n

n





 
          

 
  

           
 

 

 ,
2 2 2

n n n
F F n
    
 

，F(x)连续，由介值定理得  
2

n
F x  在 ,

2

n
n

 
 
 

内 

七.（12 分）解：假设存在满足题意的 f(x)，考虑方程  f f x x   ， 

即   2 4 3 5 4 21 , 1 1 0x x x x x x x x         ，此方程有唯一实数根 x=1， 

即  f f x  有唯一不动点 x=1，下面说明 x=1 也是 f(x)的不动点。 

令  1f t ，则        1 1, 1 1f t f f f f t f t t            即  1 1f   



 

记    g x f f x   ，则          
2' , 1 1 0g x f f x f x g f       

、 、 、 、
 

另一方面    3 2 42 4 3 5 , 1 2 0g x x x x x g      、 、
与  1 0g 、

自相矛盾 

所以，不存在满足题意的可微函数 f(x) 

八.（12 分）证明：由于 f(x)在 0, 上一致连续，故对于任意给定的 0  ，存在一

个 0  使得    1 2 2
f x f x


  ，只要  1 2 1 20, 0x x x x     

取一个充分大的自然数 m，使得
1m   ，并在[0,1]中取 m 个点： 

1 20 ... 1mx x x     ， 

其中  1,2,...,j

j
x j m

m
  ，这样对于每一个 j，有 1

1
j jx x

m
    。 

有由于  lim 0
n

f x n


  ，故对于每一个 jx ，存在一个 jN 使得 

 
2jf x n


  ，只要 jn N ， 

这里的 是前面给定的。 

令  1 2max , ,..., mN N N N ，那么  
2jf x n


  ，只要n N  

其中 1,2,...,j m 。设  0,1x 是任意一点，这时总有一个 jx 使得 1,j jx x x    。 

由 f(x)在 0, 上一致连续性及 jx x   可知， 

     1,2,...
2jf x n f x n n


       

另一方面，  
2jf x n


  ，只要n N  

这样，  f x n   ，只要n N ，  0,1x ，这里的 N 的选取与点 x 无关，这

就证明了函数序列   : 1,2,...f x n n  在[0,1]上一致收敛于 0. 

 
 

第二届中国大学生数学竞赛预赛试卷（非数学类，2010） 
考试形式：闭卷  考试时间：120 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.35 

一（本题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分）.计算下列各题（要求写出重要步骤）。 

1. 设     2 21 1 ... 1 ,
n

nx a a a    其中 1a  ，求 lim n
n

x


。 



 

2. 

2

1
lim 1

x
x

x
e

x




  
 

 

3. 设 0s  ，求  0 1,2,...sx n
nI e x dx n    

4. 设函数 f(t)有二阶连续的导数，  2 2 1
, ,r x y g x y f

r
     
 

， 

求

2 2

2 2

g g

x y

 


 
 

5. 求直线 1

0
:

0

x y
l

z

 
 

与直线 2

2 1 3
:

4 2 1

x y z
l

  
 

 
的距离。 

二（本题 15 分）设函数 f(x)在 R 上具有二阶导数，并且  " 0,f x   

   lim 0, lim 0
x x

f x f x 
 

   、 、
，且存在一点 0x 使得  0 0f x  ， 

证明：方程   0f x  在 ,  内恰有两个实根。 

三（本题 15 分）设函数 y=f(x) 由参数方程
 

 
22

1
x t t

t
y t

    


确定，且

 
2

2

3

4 1

d y

tdx



，其中  t 具有二阶导数，曲线  y t 与

2 2

1

3

2
t uy e du

e
 

在 t=1 处相切，求函数  t 。 

四（本题 15 分）设
1

0,
n

n n k
k

a S a


   ，证明： 

（1） 当 1  时，级数
1

n

n n

a

S




 收敛； 

（2） 当 1  ，且  nS n  时，级数
1

n

n n

a

S




 发散。 

五（本题 15 分）设 L 是过原点，方向为 , ,   （其中
2 2 2 1     ）的直线，

均匀椭球

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   （其中0 c b a   ，密度为 1）绕 L 旋转。 

（1） 求其转动惯量；（2）求其转动惯量关于方向 , ,   的最大值和最小值。 

六（本题 15 分）设函数  x 具有连续的导数，在围绕原点的任意光滑的简单闭曲线 C



 

上，曲线积分
 

4 2

2
C

xydx x dy

x y





 的值为常数。 

（1）设 L 为正向闭曲线 2 22 1x y   ，证明：
 

4 2

2
0C

xydx x dy

x y





  

（2）求函数  x ； 

（3）设 C 是围绕原点的光滑简单正向闭曲线，求
 

4 2

2
C

xydx x dy

x y





 。 

 
 
 
 
 

第二届中国大学生数学竞赛预赛试卷参考答案 
 
一（本题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

1. 解：将 nx 恒等变形得 

     
    
    

2 2

2 2 2

12
4 4 2

1
1 1 1 ... 1

1
1

1 1 ... 1
1

1 1
1 1 ... 1

1 1

n

n

n

n
n

x a a a a
a

a a a
a

a
a a a

a a



    


   



    

 

 

由于 1a  得
2lim 0
n

n
a


 ，故

1
lim

1n
n

x
a




 

2. 解：

2

11 1
lim 1 lim 1

xx x
x

x x
e e

x x
 

 

          
     

 

1 1
exp lim ln 1 1 exp lim ln 1 1

x

x x
x x x

x x 

                               
 

1

2
2 2

1 1 1
exp lim 1

2x
x x o e

x x x





                 
 

3. 解： 0, lim 0,sx n

x
s e x


   



 

1
10 0

1 1

0
n sx n sx n sx

n n

n
I x de x e n x e dx I

s s s
    



  
       

 
 

由此可得 1 2 0 1

1 ! !
...n n n n n

n n n n n
I I I I

s s s s s  


      

4. 解：
'

3

1
, ,

r x r y g x
f

x r y r x rr

              
  

2 2 2 2
" '

2 6 5

1 2 1g x x y
f f

r rx r r

            
， 

利用对称性可得

2 2
" '

2 2 4 3

1 1 1 1g g
f f

r rx y r r

               
 

5. 解：直线 1l 的对称式方程 1 :
1 1 0

x y z
l   ，记两直线的方向向量分别为 

   1 21,1,0 , 4, 2, 1l l   
 

，两直线上的定点分别为    1 20,0,0 , 2,1,3P P ， 

   1 2 1 22,1,3 , 1,1, 6a PP l l     
   

，由向量的性质可知，两直线的距离 

 1 2

1 2

2 1 18 19

21 1 36

a l l
d

l l

   
  

 

  

   

二（本题 15 分）证明：方法一：由  lim 0
x

f x 


 、
必有一个充分大的 0a x ，

使 得  ' 0.f a  由  " 0f x  得 y=f(x) 是 凹 函 数 ， 从 而

       'f x f a f a x a x a    ，当 x 时  f x ， 

故存在 b>a，使得       ' 0f b f a f a b a    ………………….（6 分） 

同样，由  lim 0
x

f x 


 、
，必有 0c x ，使得  ' 0f c  。由 y=f(x)是凹函数，

从而        'f x f c f c x c x c    ，当 x 时  f x ， 

故存在 d<c，使得       ' 0f d f c f c d c    ………………….（10 分） 

在  0 ,x b 和  0,d x 利 用 零 点 定 理 ，    1 0 2 0, , ,x x b x d x   使 得

   1 2 0f x f x  …………………………………………………………（12 分） 

下面证明方程 f(x)=0 在 R 只有两个实根。 

用反证法，假设方程 f(x)=0 在  ,  内有三个实根，不妨设为 1 2 3, ,x x x 且

1 2 3x x x  ，对 f(x)在区间 1 2,x x 和 2 3,x x 上分别应用罗尓定理，则各至少存在



 

一点  1 1 1 2x x   和  2 2 2 3x x   ，使得    ' '
1 2 0f f   ，再将

 f x、
在区间  1 2,  上使用罗尓定理，则至少存在一点  1 2,   ，使得

 " 0f   ，此与条件  " 0f x  矛盾，从而方程 f(x)=0 在 ,  不多于两个根， 

所以，方程 f(x)=0 在 R 只有两个实根。…………………………………………（15 分） 
方法二.先证方程 f(x)=0 至少有两个实根， 

由  lim 0
x

f x 


 、
，必有一个充分大的 0a x 使得  ' 0f a  ，因 f(x)具有二

阶连续导数，故    ",f x f x、
在 ,  上均连续，由拉格朗日中值定理，对于

x a 有              ' 'f x f a f a x a f x f a f a x a          

           ' ' ' 'f x a f a x a f f a x a           

   "f a x a    ，其中a x    ，又  " 0f   ，则 

        ' ,f x f a f a x a x a     

又因  ' 0f a  ，故存在 b>a 使得       'f b f a f a b a   ………（6 分） 

又已知  0 0f x  ，由连续函数的介值定理，至少存在一点  1 0 ,x x b 使得

 1 0f x  ，即方程 f(x)=0 在 0 ,x  上至少有一根 1x 。…………………（7 分） 

同理可证方程 f(x)=0 在 0, x 上至少有一根 2x 。…………………………..（12 分） 

下面证方程 f(x)=0 在 R 只有两个实根（以下方法同上）。……………….……..（15 分） 

三.（本题 15 分）解：
       

 

' " '2

2 2

2 2 21
,

2 2 2 2 2 2

t t t tdy y

dx t tx t

   
  

  
  

     
           

" '2
2" '

2 3

1 3
, 1 3 1

4 14 1

t t ty
t t t t

tx t

 
 

 
       

 
 

即      " '1
3 1

1
t t t

t
   


， 

解得       ' 1 1
1 13 1 1 3

dt dt
t tt e t e c t t c


   

      
  

………………（9 分） 

由曲线  y t 与
2 2

1

3

2
t uy e du

e
  在 t=1 处相切得    '3 2

1 , 1
2e e

   ， 

    2 3 21
1 1 1 1 2

31
3, 3 3

2

c
c t t c t c dt t t c t c

e
 

           ， 



 

由   3
1

2e
  得 2 2c  ，于是    3 21 1

3 2 1
2

t t t t t
e e

         
 

（15 分） 

四（本题 15 分）证明：（1）令    1
1, ,n nf x x x S S
  ，将 f(x)在区间 1,n nS S

上应用拉格朗日中值定理得： 

 1,n nS S   使得       '
1 1n n n nf S f S f S S    ， 

即  1 1
1 1n n nS S a     
   ……………………………………………….（5 分） 

（1）当 1  时    1 1
1

1 1
1 1n n

n n n

a a

S S S    
 



     ，显然
1 1

1

1 1

n nS S  


 
 

 

的前 n 项和有界，从而收敛，所以级数
1

n

n n

a

S




 收敛。…………………………（8 分） 

（ 2 ） 当 1  时 ， 因 为 0,n na S 单 调 递 增 ， 所 以

1 1

1
1

n p n p
n p nk n

k
k n k nk n p n p n p

S Sa S
a

S S S S

  

     


     ，因为 nS 对任意 n， 

当
1

, ,
2

n

n p

S
p N

S 

  从而
1

1

2

n p
k

k n k

a

S



 
 ，所以级数

1

n

n n

a

S




 发散。………...（12 分） 

当 1  时
n n

nn

a a

SS  ，由
1

n

n n

a

S




 发散及比较判别法得

1

n

n n

a

S




 发散。….…..（15 分） 

五（本题 15 分）解：（1）设旋转轴 L 的方向向量为  , ,l   


，椭球内任意一点

P(x,y,z)的径向量为r

，则点 P 到旋转轴 L 的距离的平方为 

 
     

222

2 2 2 2 2 21 1 1 2 2 2

d r r l

x y z xy xz yz     

 

        

  


 

由积分区域的对称性可知  2 2 2 0xy xz yz dV  


   ， 

其中  
2 2 2

2 2 2
, , 1

x y z
x y z

a b c

       
  

……………………………………..（2 分） 

而

2
2 2 2 3

2
2 2 2

1
2 2 2

4
1

15
a a
a a

y z x

b c a

x
x dV x dx dydz bc x dx a bc

a
  


  

 
        

 
 

（或
2 12 3 4 3 2 3
0 0 0

4
sin cos

15
x dV d d a bcr dr a bc     


     ） 



 

对结果进行轮换得到
2 3 2 34 4

,
15 15

y dV ab c z dV abc 
 

   ……..（5 分） 

所以，转动惯量为 

     2 2 2 2 2 2 24
1 1 1

15

abc
J d dV a b c

   


         ….（6 分） 

（2） 考虑目标函数        2 2 2 2 2 2, , 1 1 1F a b c           在约

束条件
2 2 2 1     下的条件极值。 

设拉格朗日函数为 

         2 2 2 2 2 2 2 2 2, , 1 1 1 1G a b c                    

由

' 2

' 2

' 2

2 2 2

2 2 0

2 2 0

2 2 0

1 0

G a

G b

G c







 

 

 

  

    


   


   


   

 

解得极值点      1 2 31,0,0 , 0, 1,0 , 0,0, 1Q Q Q   ………………….（12 分） 

比较可知，绕 z 轴（短轴）的转动惯量最大，为  2 2
max

4

15

abc
J a b


  ； 

绕 x 轴（长轴）的转动惯量最小，为  2 2
min

4

15

abc
J b c


  。……..（15 分） 

六（本题 15 分）解：（1）设
 

4 2

2
C

xydx x dy
I

x y


 


 ，闭曲线 L 由  1,2iL i  组

成，设 0L 为不经过原点的光滑曲线，使得 0 1L L （其中 1L为 1L 的反向曲线）和

0 2L L 分别组成围绕原点的分段光滑闭曲线  1,2iC i  。由曲线积分的性质和题设

条件： 

   

 

4 2 4 2
1 2

4 2
2 0 0 1 21

2 2

2
0

L
L L

L L L C CL

xydx x dy xydx x dy

x y x y

xydx x dy
I I

x y

 




 
   

 


             





 
……….（5 分） 

（2）设
 

4 2 4 2

2
,

xxy
P Q

x y x y


 

 
，由题意得

P Q

x y

 


 
 



 

即
    

   

' 4 2 3 5 2

2 24 2 4 2

4 2 2x x y x x x xy

x y x y

   


 
，解得   2x x   ……..（10 分） 

（3） 设 D 为正向闭曲线
4 2: 1aC x y  所围区域， 

由（1）得
  2

2
4 2 4 2

2 2
2C C Ca a

xydx x dy xydx x dy
I xydx x dy

x y x y

 
     

 
    

由格林公式和对称性得  4 0
D

I x dxdy   ………………………………..（15 分） 

 
 
 
 

第二届中国大学生数学竞赛决赛试卷（非数学类，2011） 
考试形式：闭卷  考试时间：150 分钟  满分：100 分  试卷难度系数：0.45 

 
一．计算下列各题（本题共 3 小题，每小题各 5 分，共 15 分，要求写出重要步骤。） 

（1）.求

1
1 cos

0

sin
lim

x

x

x

x





 
 
 

； 

（2）.求
1 1 1

lim ...
1 2n n n n n

       
； 

（3）已知
 2ln 1

arctan

t

t

x e

y t e

  


 
，求

2

2

d y

dx
。 

二．（本题 10 分）求方程   2 4 1 0x y dx x y dy      的通解。 

三．（本题 15 分）设函数 f(x) 在 x=0 的某邻域内具有二阶连续导数，且

     ' "0 , 0 , 0f f f 均不为 0 ，证明：存在唯一一组实数 1 2 3, ,k k k ，使得

       1 2 3
20

2 3 0
lim 0
h

k f h k f h k f h f

h

  
 。 

四．（本题17分）设

2 2 2

1 2 2 2
: 1

x y z

a b c
    ，其中 0a b c   ，

2 2 2
2 : z x y   ，

为 1 与 2 的交线，求椭球面 1 在上各点的切平面到原点距离的最大值和最小值。 

五．（本题 16 分）已知 S 是空间曲线

2 23 1

0

x y

z

  



绕 y 轴旋转形成的椭球面的上半部

分（ 0z  ）取上侧，是 S 在  , ,P x y z 点处的切平面，  , ,x y z 是原点到切平



 

面的距离， , ,   表示 S 的正法向的方向余弦。计算： 

（1）
 , ,S

z
dS

x y z ；（2）  3
S

z x y z dS     

六．（本题 12 分）设 f(x)是在 ,  内的可微函数，且    f x mf x、
，其中

0 1m  ，任取实数 0a ，定义  1ln , 1,2,...,n na f a n  证明：  1
1

n n
n

a a






绝对收敛。 

七．（本题 15 分）是否存在区间 0,2 上的连续可微函数 f(x)，满足    0 2 1f f  ， 

   
2

0
1, 1f x f x dx 、

？请说明理由。 

 
 
 
 

第二届中国大学生数学竞赛预赛试卷参考答案 
 

一．计算下列各题（本题共 3 小题，每小题各 5 分，共 15 分，要求写出重要步骤。） 
（1）解：方法一（用两个重要极限）： 

 

 

2

0 0 03 2 2

1 sin

1 cos sin 1 cos

0 0

1
sin cos 1 2lim lim limsin 11 3 3

1 cos 32 2 2

0

sin sin
lim lim 1

lim
x x x

x x x

x x x x x

x x

xx x x
x x

x x xx x

x

x x x

x x

e e e e e
  




  

 

 






       
   

    

 

方法二（取对数）： 

1

1 cos

0 0 0 2

sin sinln 1sin
lim exp lim exp lim

11 cos
2

x

x x x

x x
x x x

x x x



  

                      
    

 

2

0 0 03 2 2

1
sin cos 1 2lim lim lim

11 3 3
32 2 2

x x x

xx x x

x x x
e e e e

  

 


     

（2）.解：方法一（用欧拉公式）令
1 1 1

...
1 2nx

n n n n
   

  
 

1 1
1 ln =C+o 1

2
n

n
   由欧拉公式得 （ ）， 



 

1 1 1 1
1 ln 2 =C+o 1

2 1 2
n

n n n
      


 则 （ ）， 

其中，  1o 表示n 时的无穷小量， 

-ln 2 o 1
n

x 两式相减，得： （ ）, lim ln 2.
nn

x


   

方法二（用定积分的定义） 

1 1 1
lim lim lim( )

1 2nn n n
x

n n n  
   


 1 1 1

lim ( )
1

1 1
n nn

n n


  

 
  

1

0

1
ln 2

1
dx

x
 

  

（3）解：

2 22

22 2 2

2

12 11, 1
21 1 2

1

t

t t t tt

tt t t

t

e
dx e dy e dy e ee

edt e dt e dx e
e

       
 



 

  22 2

2 2 2 4

1 21 2 1

2 2 4

t tt t

t t t

e ed y d dy e e
dxdx dt dx e e e
dt

        
 

  

二．（本题 10 分）解：设 2 4, 1P x y Q x y      ，则 0Pdx Qdy   

1,
P Q

y x

 
  

 
 0Pdx Qdy  是一个全微分方程，设dz Pdx Qdy   

方法一：由 2 4
z

P x y
x


   


得 

   22 4 4z x y dx x xy x C y        

由  ' 1
z

x C y Q x y
y


     


得    ' 21

1,
2

C y y C y y y c       

2 21
4

2
z x xy x y y c        

方法二：    
 

 ,

0,0
2 4 1

x y
z dz Pdx Qdy x y dx x y dy            

,
P Q

y x

 
 

 
 该曲线积分与路径无关 

    2 2

0 0

1
2 4 1 4

2

x y
z x dx x y dy x x xy y y             

三．（本题 15 分） 



 

证明：由极限的存在性：        1 2 30
lim 2 3 0 0
h

k f h k f h k f h f


       

即   1 2 3 1 0 0k k k f    ，又  0 0f  ， 1 2 3 1k k k    ① 

由洛比达法则得 

       

     

1 2 3
20

' ' '
1 2 3

0

2 3 0
lim

2 2 3 3
lim 0

2

h

h

k f h k f h k f h f

h

k f h k f h k f h

h





  

 
 

 

由极限的存在性得      ' ' '
1 2 30

lim 2 2 3 3 0
h

k f h k f h k f h

      

即   '
1 2 32 3 0 0k k k f   ，又  ' 0 0f  ， 1 2 32 3 0k k k    ② 

再次使用洛比达法则得 

     

     

     

' ' '
1 2 3

0

" " "
1 2 3

0

" "
1 2 3

2 2 3 3
lim

2

4 2 9 3
lim 0

2

4 9 0 0 0 0

h

h

k f h k f h k f h

h

k f h k f h k f h

k k k f f





 

 
 

    

 

1 2 34 9 0k k k    ③ 

由①②③得 1 2 3, ,k k k 是齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

2 3 0

4 9 0

k k k

k k k

k k k

  
   
   

的解 

设

1

2

3

1 1 1 1

1 2 3 , , 0

1 4 9 0

k

A x k b

k

     
            
     
     

，则 Ax b ， 

增广矩阵
*

1 1 1 1 1 0 0 3

1 2 3 0 0 1 0 3

1 4 9 0 0 0 1 1

A

   
       
   
   

 ，则    , 3R A b R A   

所以，方程 Ax b 有唯一解，即存在唯一一组实数 1 2 3, ,k k k 满足题意， 

且 1 2 33, 3, 1k k k    。 

四．（本题 17 分）解：设上任一点  , ,M x y z ，令  
2 2 2

2 2 2
, , 1

x y z
F x y z

a b c
    ， 



 

则
' ' '

2 2 2

2 2 2
, , ,x y z

x y z
F F F

a b c
   椭球面 1 在上点 M 处的法向量为： 

2 2 2
, , ,

x y z
t

a b c
   
 


1 在点 M 处的切平面为： 

     2 2 2
0

x y z
X x Y y Z z

a b c
       

原点到平面的距离为
2 2 2

4 4 4

1
d

x y z
a b c



 

，令  
2 2 2

4 4 4
, , ,

x y z
G x y z

a b c
    

则

 
1

, ,
d

G x y z
 ， 

现在求  
2 2 2

4 4 4
, , ,

x y z
G x y z

a b c
   在条件

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   ，

2 2 2z x y  下

的条件极值， 

令    
2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 24 4 4 2 2 2

, , 1
x y z x y z

H x y z x y z
a b c a b c

 
 

          
 

 

则由拉格朗日乘数法得： 

'
1 24 2

'
1 24 2

'
1 24 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2
2 0

2 2
2 0

2 2
2 0

1 0

0

x

y

z

x x
H x

a a
y y

H y
b b
z z

H z
c c

x y z

a b c

x y z

 

 

 

    

    

    



   

   


， 

解得 2 2
2 2

2 2

0x

b c
y z

b c





  

或

2 2
2 2

2 2

0

a c
x z

a c
y


 


 

， 

对应此时的    
4 4

2 2 2 2
, ,

b c
G x y z

b c b c





或    

4 4

2 2 2 2
, ,

a c
G x y z

a c a c





 



 

此时的

2 2

1 4 4

b c
d bc

b c





或

2 2

2 4 4

a c
d ac

a c





 

又因为 0a b c   ，则 1 2d d  

所以，椭球面 1 在 上各点的切平面到原点距离的最大值和最小值分别为： 

2 2

2 4 4

a c
d ac

a c





，

2 2

1 4 4

b c
d bc

b c





 

五．（本题 16 分）解：（1）由题意得：椭球面 S 的方程为  2 2 23 1 0x y z z     

令
2 2 23 1,F x y z    则

' ' '2 , 6 , 2x y zF x F y F z   ， 

切平面的法向量为  ,3 ,n x y z


， 

的方程为      3 0x X x y Y y z Z z      ， 

原点到切平面的距离为  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 1
, ,

9 9

x y z
x y z

x y z x y z
  

 
   

 

 
2 2 2

1 9
, ,S S

z
I dS z x y z dS

x y z
       

将一型曲面积分转化为二重积分得：记
2 2: 1, 0, 0xzD x z x z     

 
 

 
 

2 2 2 2
1

2
1 0 02 2 2

3 2 3 2
4 4 sin

3 1 3 1xzD

z x z r r dr
I dxdz d

x z r



 
      

  
    

 
 

 2 2 2 2
1

2

0 02

3 2 sin 3 2sin
4 4

33 1

r r dr d

r

    
 


   

4 3 1 3 3
2

2 2 4 2 23

      
  

(2)方法一： 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

3
, ,

9 9 9

x y z

x y z x y z x y z
    

     
 

  2 2 2
2 1

3
3 9

2S S

I z x y z dS z x y z dS I
             

方法二（将一型曲面积分转化为二型）： 

  2
2 3 3

S S

I z x y z dS xzdydz yzdzdx z dxdy          



 

记  2 2 2 2 2: 0, 3 1, : 3 1 0z x y x y z z         ，取面向下，向外， 

由高斯公式得：
2

2 3 6I xzdydz yzdzdx z dxdy zdV
 

      

2 6I zdV


   ，求该三重积分的方法很多，现给出如下几种常见方法： 

① 先一后二：  
2 2

2 2 2 2

1 3 2 2
2 0

3 1 3 1

6 3 1 3
x y

x y x y

I d zdz x y d 
 

   

       

 1 22

0 0

1 3
12 1

23
d r r dr

      

②先二后一：  
2 2 2

1 1 2
2 0 0

3 1

6 3
6 1

23x y z

I zdz d z z dz
 

  

       

③广义极坐标代换：
1 3 22 2

2 0 0 0

24 3
sin

23
I d d r dr

         

六．（本题 12 分）证明：    1 1 2ln lnn n n na a f a f a      

由拉格朗日中值定理得：  介于 1 2,n na a  之间，使得 

     
   

'

1 2 1 2ln lnn n n n

f
f a f a a a

f


       

 
   

'

1 1 2n n n n

f
a a a a

f


      ，又    f mf 、

得
 
 

'f
m

f




  

1
1 1 2 1 0... n

n n n na a m a a m a a
         0 1m   

级数
1

1 0
1

n

n

m a a






 收敛，级数 1
1

n n
n

a a





 收敛， 

即  1
1

n n
n

a a





 绝对收敛。 

七．（本题 15 分）解：假设存在，当  0,1x 时，由拉格朗日中值定理得： 

1 介于 0，x 之间，使得      '
10 ,f x f f x  ， 

同理，当  1,2x 时，由拉格朗日中值定理得： 

2 介于 x，2 之间，使得       '
22 2f x f f x    

即             ' '
1 21 , 0,1 ; 1 2 , 1,2f x f x x f x f x x         

 1 1f x   、
， 



 

       1 1 , 0,1 ; 1 3 , 1,2x f x x x x f x x x            

显然，    
2

0
0, 0f x f x dx   

         
1 2 2 1 2

0 1 0 0 1
1 1 1 1 3 3x dx x dx f x dx x dx x dx             

 
2

0
1f x dx  ，又由题意得    

2 2

0 0
1, 1f x dx f x dx     

即  
2

0
1f x dx  ，  

 
 

1 , 0,1

1, 1,2

x x
f x

x x

    
 

 

       
1 1 1 1

1 11 1
lim lim 1, lim lim 1

1 1 1 1x x x x

f x f f x fx x

x x x x      

  
    

   
  

 ' 1f 不存在，又因为 f(x)是在区间 0,2 上的连续可微函数，即  ' 1f 存在，矛盾 

故，原假设不成立，所以，不存在满足题意的函数 f(x)。 
 
 
 
 

 
 


